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Òåîðèß ãðàíè÷íûõ ñâîéñòâ àíàëèòè÷åñêèõ è ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé
ßâëßåòñß òðàäèöèîííîé îáëàñòüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, âåäó-
ùèõñß â Ìîñêîâñêîì óíèâåðñèòåòå ñ ìîìåíòà åå âîçíèêíîâåíèß â íà-
÷àëå XX âåêà. Êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû Â.Â. Ãîëóáåâà, Í.Í.Ëóçèíà,
È.È.Ïðèâàëîâà ëåãëè â îñíîâàíèå òåîðèè è ïîñëóæèëè ìîùíûì òîë÷êîì
äëß èíòåíñèâíîãî åå ðàçâèòèß îòå÷åñòâåííûìè ìàòåìàòèêàìè. Èõ âûäà-
þùèéñß è îñíîâîïîëàãàþùèé âêëàä â òåîðèþ ïðåäñòàâëåí â ìîíîãðàôèè
È.È.Ïðèâàëîâà [40], âûïóùåííîé Èçäàòåëüñòâîì Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàð-
ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà â 1941 ãîäó, â ãîä êîí÷èíû åå àâòîðà.
Äàëüíåéøèé ïåðèîä ðàçâèòèß òåîðèè, èäóùèé ñ ñåðåäèíû 40-õ ãîäîâ
ïðîøëîãî âåêà, ñâßçàí ñ ðàáîòîé íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì
ôàêóëüòåòå ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîãî ñå-
ìèíàðà, îðãàíèçîâàííîãî Àëåêñååì Èâàíîâè÷åì Ìàðêóøåâè÷åì
(19081979). Óæå â ïåðâûå ãîäû ðàáîòû ñåìèíàðà ó÷åíèêàìè
Ìàðêóøåâè÷à  Í.À.Äàâûäîâûì, Ã.Ö.Òóìàðêèíûì, Ã.À.Ôðèäìàíîì,
Ñ.ß.Õàâèíñîíîì  áûëè ïîëó÷åíû íàñòîëüêî çíà÷èòåëüíûå ðåçóëüòàòû,
÷òî âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü â ïåðåèçäàíèè ìîíîãðàôèè È.È.Ïðèâàëîâà
(òåì áîëåå ÷òî èçäàíà îíà áûëà â êîëè÷åñòâå âñåãî 1000 ýêçåìïëßðîâ è,
áóäó÷è åäèíñòâåííîé â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå òîãî âðåìåíè ìîíî-
ãðàôèåé ïî ãðàíè÷íûì ñâîéñòâàì àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ñðàçó çàíßëà
ïðî÷íîå ìåñòî â áèáëèîòåêàõ ñïåöèàëèñòîâ ïî àíàëèçó è âåñüìà áûñòðî
èñ÷åçëà èç ïðîäàæè). Ãðîìàäíûå ýêîíîìè÷åñêèå òðóäíîñòè â ñòðàíå â
ïåðâûå ïîñëåâîåííûå ãîäû åñòåñòâåííî íå ïîçâîëßëè ðàñøèðßòü îáúåì
íîâîãî èçäàíèß, è, êàê ñîîáùàåò âî ââåäåíèè ê íåìó åãî ðåäàêòîð 
À.È.Ìàðêóøåâè÷, ¾ïåðåä ïèøóùèì ýòè ñòðîêè. . . âñòàë âîïðîñ î òîì,
ïåðåèçäàâàòü ëè êíèãó â òîì âèäå, â êîòîðîì îíà âûøëà â ñâåò åùå ïðè
æèçíè àâòîðà, èëè ïîäâåðãíóòü åå áîëåå èëè ìåíåå çíà÷èòåëüíîé ïåðåðà-
áîòêå. Ñîçíàâàß âñþ îòâåòñòâåííîñòü, êîòîðàß âîçëàãàåòñß íà ìåíß ïðè-
íßòûì ðåøåíèåì, ß âñòàë íà âòîðîé ïóòü. . . Èç ïåðâîíà÷àëüíîãî òåêñòà â
íàñòîßùåì èçäàíèè ñîõðàíåíî íå áîëåå 50%. . . Ýòî äàëî òàêæå âîçìîæ-
íîñòü âêëþ÷èòü â êíèãó ïðèíàäëåæàùèå èì (ó÷åíèêàì À.È.  Àâò.)
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îðèãèíàëüíûå ðåçóëüòàòû¿. Âòîðîå èçäàíèå ìîíîãðàôèè È.È.Ïðèâàëîâà
[41] âûøëî â 1950 ãîäó è áûëî çàòåì ïåðåâåäåíî íà íåñêîëüêî èíîñòðàí-
íûõ ßçûêîâ.
Ìàòåðèàë â îáîèõ èçäàíèßõ ìîíîãðàôèè È.È.Ïðèâàëîâà îòíîñèëñß ê
ôóíêöèßì îäíîãî êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî è áûë ñâßçàí â îñíîâíîì ñ
âîïðîñàìè, â êîòîðûõ òåîðèß àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñìûêàåòñß ñ òåîðè-
åé ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðèè
ãðàíè÷íûõ ñâîéñòâ ïðèâåëî ê óñòàíîâëåíèþ ãëóáîêèõ ñâßçåé ñ ôóíêöè-
îíàëüíûì àíàëèçîì, ìåòîäû êîòîðîãî ïëîäîòâîðíî èñïîëüçóþòñß â íåé
è ïî íàñòîßùåå âðåìß. Ïåðâîíà÷àëüíî ýòè ñâßçè áûëè îòìå÷åíû â îäíî-
ìåðíîé òåîðèè, à ïîëó÷åííûå çäåñü ðåçóëüòàòû ìîæíî íàéòè â ïåðåâå-
äåííûõ íà ðóññêèé ßçûê ìîíîãðàôèßõ Ê. Ãîôìàíà [83], Ò. Ãàìåëèíà [76],
Äæ. Ãàðíåòà [19] è â ñóùåñòâóþùåé òîëüêî íà àíãëèéñêîì ßçûêå ìîíîãðà-
ôèè Ï.Ë.Äþðåíà [70] (ñì. òàêæå ïåðåâåäåííóþ ìîíîãðàôèþ Ï.Êóñèñà
[31]).
Èíòåðåñ ê ìíîãîìåðíîé òåîðèè ãðàíè÷íûõ ñâîéñòâ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé íåñêîëüêèõ êîìëåêñíûõ ïåðåìåííûõ ñòðåìèòåëüíî âûðîñ âî âòî-
ðîé ïîëîâèíå XX âåêà. Ïîëó÷åííûå çäåñü ðåçóëüòàòû, îòíîñßùèåñß ê
ôóíêöèßì â ïîëèêðóãå è â øàðå, ñîáðàíû â ìîíîãðàôèßõ Ó.Ðóäèíà [116],
[118], ïåðåâåäåííûõ íà ðóññêèé ßçûê, à òàêæå â îðèãèíàëüíûõ è îáçîðíûõ
ñòàòüßõ ìíîãèõ àâòîðîâ.
Àâòîðû êíèãè ïðèíàäëåæàò ê íàó÷íîé øêîëå À.È.Ìàðêóøåâè÷à: ïåð-
âûé ó÷àñòâîâàë â ðàáîòå óïîìßíóòîãî âûøå íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîãî
ñåìèíàðà ñ ñåðåäèíû 50-õ ãîäîâ XX âåêà; âòîðîé è òðåòèé àâòîðû âå-
äóò íàó÷íóþ ðàáîòó ñ íà÷àëà 90-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà è ñ íà÷àëà íóëå-
âûõ ãîäîâ ýòîãî âåêà ñîîòâåòñòâåííî. Ñàìà êíèãà âîçíèêëà êàê ðåçóëü-
òàò ðàáîòû àâòîðîâ íàä ñëåäóþùèìè äâóìß ïðîáëåìàìè: 1) ðàñïðîñòðà-
íèòü ñ îäíîìåðíîãî ñëó÷àß íà ìíîãîìåðíûé òå ðåçóëüòàòû ìîíîãðàôèé
È.È.Ïðèâàëîâà, êîòîðûå åùå íå ïîäâåðãëèñü ýòîìó ïåðåíîñó, è 2) ïî âîç-
ìîæíîñòè ðàñøèðèòü ÷èñëî îáúåêòîâ èññëåäîâàíèß òåîðèè.
Èñòîðè÷åñêè âíà÷àëå ðàññìàòðèâàëàñü ïåðâàß èç íàçâàííûõ ïðîáëåì.
Ýòî îáúßñíßåòñß òåì îáñòîßòåëüñòâîì, ÷òî âî âòîðîå (øèðîêî èçâåñòíîå â
ìèðå) èçäàíèå ìîíîãðàôèè È.È.Ïðèâàëîâà, êàê óæå îòìå÷àëîñü, íå âî-
øëà çíà÷èòåëüíàß ÷àñòü ìàòåðèàëà åå ïåðâîãî èçäàíèß, êîòîðàß ôàêòè÷å-
ñêè âûïàëà èç ïîëß çðåíèß ñïåöèàëèñòîâ. Â ÷àñòíîñòè, îñòàëèñü íåèçâåñò-
íûìè êëàññû àíàëèòè÷åñêèõ â êðóãå ôóíêöèé, ââåäåííûå è äîñòàòî÷íî
ïîäðîáíî èçó÷åííûå ñàìèì È.È.Ïðèâàëîâûì. Ïåðåä À.Â.Ñóááîòèíûì
áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè ñâîéñòâ ýòèõ êëàññîâ íà ìíî-
ãîìåðíûé ñëó÷àé. Â ïðîöåññå ðàññìîòðåíèß äàííîé çàäà÷è âûßñíèëîñü,
÷òî ñòðóêòóðà êëàññîâ Ïðèâàëîâà â îäíîìåðíîì è ìíîãîìåðíîì ñëó÷àßõ
óäîáíà äëß èñïîëüçîâàíèß ìåòîäîâ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Òàê áûëè
ïîëó÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû äëß îáîèõ ñëó÷àåâ, âîøåäøèå â ýòó êíèãó, à
ñàìè îáúåêòû èññëåäîâàíèß ïîëó÷èëè â íàñòîßùåå âðåìß îáùåïðèíßòîå
íàçâàíèå F -àëãåáð È.È.Ïðèâàëîâà.
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Ïî÷òè îäíîâðåìåííî ñ ýòèì áûëî çàìå÷åíî, ÷òî àíàëîãè äðóãèõ, òàê
íàçûâàåìûõ ìàêñèìàëüíûõ F -àëãåáð Ïðèâàëîâà â îäíîìåðíîì è ìíî-
ãîìåðíîì ñëó÷àßõ ñîäåðæàò â ñåáå ïðîñòðàíñòâî àíàëèòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé ÎñòðîâñêîãîÍåâàíëèííû, ßâëßþùååñß äàâíî è èíòåíñèâíî èçó÷àå-
ìûì îáúåêòîì òåîðèè ãðàíè÷íûõ ñâîéñòâ. Òàê ïîßâèëèñü äðóãèå îáúåêòû
èññëåäîâàíèß òåîðèè, íîâûå äëß îäíîìåðíîãî è ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àåâ
è ïåðñïåêòèâíûå, íà íàø âçãëßä, äëß äàëüíåéøåãî èçó÷åíèß.
Òàêèì îáðàçîì, â íàñòîßùåé êíèãå ñîáðàíû òîëüêî ðåçóëüòàòû èññëå-
äîâàíèé ñàìèõ àâòîðîâ. Äîñòàòî÷íî ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ î âîøåäøåì
â íåå ìàòåðèàëå ïðåäîñòàâëßåò ïðåäâàðßþùåå åå ¾Îãëàâëåíèå¿. Êíèãà,
ðàçóìååòñß, íèêàê íå ïðåòåíäóåò íà ïîëíîòó èçëîæåíèß âñåõ ïîñëåäíèõ
äîñòèæåíèé òåîðèè ãðàíè÷íûõ ñâîéñòâ. Îäíàêî àâòîðû ïèòàþò ñêðîìíóþ
íàäåæäó, ÷òî êíèãà áóäåò ïîëåçíà ñïåöèàëèñòàì êàê èñòî÷íèê ïîñòàíîâîê
íîâûõ çàäà÷ â îäíîìåðíîé è ìíîãîìåðíîé òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé.
Íàêîíåö, î ïîëüçîâàíèè êíèãîé. Â íåé ïðèìåíåíà ñïëîøíàß íóìåðà-
öèß ãëàâ, íóìåðàöèß ïàðàãðàôîâ  ñâîß â êàæäîé ãëàâå, à ïóíêòîâ 
ñâîß â êàæäîì ïàðàãðàôå. Â ïðåäåëàõ îäíîé ãëàâû èñïîëüçóåòñß ñïëîø-
íàß íóìåðàöèß äëß òåîðåì, îïðåäåëåíèé è çàìå÷àíèé. Ññûëêè â òåêñòå
íà òåîðåìû äðóãèõ ãëàâ äàþòñß â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâóõ ÷èñåë, èç
êîòîðûõ ïåðâîå îçíà÷àåò íîìåð ãëàâû, âòîðîå  ïîðßäêîâûé íîìåð òåîðå-
ìû. Àíàëîãè÷íû ññûëêè íà îïðåäåëåíèß, ïðèìåðû è çàìå÷àíèß. Ññûëêè
íà ìîíîãðàôèè, ïåðåâåäåííûå íà ðóññêèé ßçûê, äåëàþòñß ïî ðóññêèì èç-
äàíèßì.
Àâòîðû ñ áëàãîäàðíîñòüþ îòìå÷àþò ôèíàíñèðîâàíèå ðåçóëüòàòîâ ìî-
íîãðàôèè, îñóùåñòâëåííîå â ðàìêàõ ãðàíòîâ Ïðåçèäåíòà ÐÔ äëß ãîñó-
äàðñòâåííîé ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÐÔ ÍØ-00-15-96050
è ÍØ-680.2003.1 ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà Â.À.Ñàäîâíè÷åãî.

1Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèß è òåðìèíîëîãèß
Â ýòîé ãëàâå ñîáðàíû îïðåäåëåíèß è îáîçíà÷åíèß îñíîâíûõ îáúåêòîâ
èññëåäîâàíèß, à òàêæå íåêîòîðûå ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèß, èõ îáúßñ-
íßþùèå.
1.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèß
1.1.1. Îäíîìåðíûé ñëó÷àé
Ïóñòü U = {z ∈ C | |z| < 1} îáîçíà÷àåò åäèíè÷íûé êpóã êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè C ñ öåíòpîì â íóëå è T = {z ∈ C | |z| = 1}  åãî ãpàíèöó,
åäèíè÷íóþ îêpóæíîñòü. Ïóñòü òàêæå ϕ  íåîòpèöàòåëüíàß íåóáûâàþùàß
ôóíêöèß íåîòpèöàòåëüíîãî àpãóìåíòà.
Îïðåäåëåíèå 1.1. Ãîëîìîpôíàß â êpóãå U ôóíêöèß f(z) ïpèíàäëåæèò
êëàññó ϕ(N), åñëè îãpàíè÷åíî ñåìåéñòâî èíòåãpàëîâ
pi∫
−pi
ϕ
(
ln+ |f(reiθ)|
) dθ
2pi
, 0 ≤ r < 1;
çäåñü ln+ a = max(ln a, 0), åñëè a > 0, è ln+ 0 = 0.
Èñòîpè÷åñêè ïåpâûìè èç êëàññîâ ϕ(N) èçó÷àëèñü êëàññû Õàpäè Hp
(ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó Ô.Ðèññà [113]), ñîîòâåòñòâóþùèå ñëó÷àþ
ϕ(t) = ept, t ≥ 0. Ïpè p = +∞ ïîä H∞ ïîíèìàþò êëàññ ôóíêöèé, ãîëî-
ìîpôíûõ è îãpàíè÷åííûõ â êpóãå U . Êîãäà ϕ(t) = t, t ≥ 0, ïîëó÷àåì êëàññ
N , ââåäåííûé À.Îñòðîâñêèì è áðàòüßìè Ð. è Ô.Íåâàíëèííà â ðàáîòàõ
[112] è [110]. Åãî ïðèíßòî íàçûâàòü êëàññîì ÎñòpîâñêîãîÍåâàíëèííû.
Ïîëàãàß ϕ(t) = tq, t ≥ 0, ïðèõîäèì ê êëàññàì Nq, ââåäåííûì â ñëó÷àå
q > 1 È.È.Ïpèâàëîâûì â ìîíîãpàôèè [40, ãë. IV, 10] ñ îáîçíà÷åíèåì Aq.
Êëàññû Nq ïðè q > 1 áóäåì íàçûâàòü êëàññàìè Ïðèâàëîâà.
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Â êëàññå N âûäåëßþò âàæíûé ïîäêëàññ N∗, ñîñòîßùèé èç âñåõ ãîëî-
ìîpôíûõ â êpóãå U ôóíêöèé f(z), ó êîòîpûõ ìíîæåñòâî ôóíêöèé{ ξ∫
0
ln+ |f(reiθ)| dθ
2pi
, −pi ≤ ξ ≤ pi
}
0≤r<1
îápàçóåò ñåìåéñòâî, pàâíîñòåïåííî àáñîëþòíî íåïpåpûâíîå íà îòpåçêå
[−pi, pi]. Çàñëóãà ââåäåíèß ýòîãî ïîäêëàññà ïpèíàäëåæèò Â.È.Ñìèpíîâó
(ñì. [128]), è N∗ ïpèíßòî íàçûâàòü êëàññîì Ñìèpíîâà.
Â ñòàòüå Õ.Î.Êèìà [89] pàññìîòpåí êëàññ M , ñîñòîßùèé èç âñåõ ãî-
ëîìîpôíûõ â êpóãå U ôóíêöèé f(z) òàêèõ, ó êîòîpûõ ñåìåéñòâî ôóíê-
öèé
{
ln+ |f(reiθ)|,−pi ≤ θ ≤ pi
}
0≤r<1 èìååò èíòåãpèpóåìóþ ìàæîpàíòó íà
îòpåçêå [−pi, pi]. Â òåpìèíàõ pàäèàëüíîé ìàêñèìàëüíîé ôóíêöèè
(Mradf)(e
iθ) = sup
0≤r<1
|f(reiθ)|, −pi ≤ θ ≤ pi, (1.1)
ïpèíàäëåæíîñòü ãîëîìîpôíîé â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíêöèè f(z) êëàññó
M ýêâèâàëåíòíà ñâîéñòâó èíòåãpèpóåìîñòè ïî θ ôóíêöèè ln+Mradf(eiθ)
íà îòpåçêå [−pi, pi].
Èç îïpåäåëåíèé íåïîñpåäñòâåííî ñëåäóþò âêëþ÷åíèß
H∞ ⊂ Hp>0 ⊂ Nq>1,
à òàêæå
M ⊂ N∗ ⊂ N,
ïðè÷åì êàæäîå èç ýòèõ âêëþ÷åíèé ñòðîãîå (ñì. [107] è [90]).
Ôóíêöèè èç êëàññà N îáëàäàþò ïî÷òè âñþäó íà îêðóæíîñòè T êî-
íå÷íûìè pàäèàëüíûìè ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèßìè. Ðàäèàëüíûì ãpàíè÷íûì
çíà÷åíèåì ôóíêöèè f(z) â ãpàíè÷íîé òî÷êå eiθ ∈ T íàçûâàåòñß ïpåäåë
f∗(eiθ) = lim
r→1−
f(reiθ), (1.2)
åñëè îí ñóùåñòâóåò. ÓãëîìØòîëüöà ñ âåpøèíîé â òî÷êå eiθ ∈ T íàçûâàåò-
ñß ïpîèçâîëüíàß ïîäîáëàñòü åäèíè÷íîãî êpóãà U , ðàñïîëîæåííàß ìåæäó
íåêîòîpûìè äâóìß õîpäàìè, îêàí÷èâàþùèìèñß â òî÷êå eiθ. Ãîâîpßò, ÷òî
ôóíêöèß f(z) èìååò â òî÷êå eiθ ∈ T óãëîâîå ãpàíè÷íîå çíà÷åíèå f(eiθ),
åñëè f(eiθ) åñòü ïpåäåë ôóíêöèè f(z) ïpè z → eiθ â ëþáîì óãëå Øòîëüöà.
Ïîíßòíî, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò f(eiθ), òî ñóùåñòâóåò òàêæå è f∗(eiθ) è ïpè
ýòîì f∗(eiθ) = f(eiθ).
Òåîðåìà 1.2 (À.Îñòpîâñêèé [112], P.Heâàíëèííà [111]). Äëß êàæ-
äîé ôóíêöèè f(z) êëàññà N óãëîâûå ãpàíè÷íûå çíà÷åíèß f(eiθ) ñóùåñòâó-
þò (è êîíå÷íû) äëß ïî÷òè âñåõ θ èç îòpåçêà [−pi, pi]. Åñëè ê òîìó æå
f(z) 6≡ 0, òî ôóíêöèß ln |f(eiθ)| èíòåãpèpóåìà ïî θ íà îòpåçêå [−pi, pi].
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1.1.2. Ìåòpèêè â pàçíûõ êëàññàõ ãîëîìîpôíûõ ôóíêöèé
Ôóíêöèß pàññòîßíèß
ρN (f, g) = |f − g|N , f, g ∈ N,
ïîpîæäàåìàß õàpàêòåpèñòèêîé
|f |N = sup
0≤r<1
pi∫
−pi
ln
(
1 + |f(reiθ)|) dθ
2pi
, f ∈ N,
ïpåâpàùàåò êëàññ N â ïîëíîå ìåòpè÷åñêîå ïpîñòpàíñòâî, ïpè÷åì ñõîäè-
ìîñòü â ìåòpèêå ρN ñèëüíåå pàâíîìåpíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ âíóò-
ðè U (ñì. [123]). Â ñòàòüå Äæ.Øàïèpî è À.Øèëäñà äîïîëíèòåëüíî ïî-
êàçàíî, ÷òî ïpîñòpàíñòâî N íå áóäåò ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêèì (è äàæå
ñâßçíûì). Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî N íå ëîêàëüíî îãpàíè÷åíî, íå ëîêàëüíî-
âûïóêëî è íåíîpìèpóåìî (âïpî÷åì, ïîñëåäíèå ñâîéñòâà åñòü ïpîñòûå
ñëåäñòâèß òîãî, ÷òî ïpîñòpàíñòâîN íå ßâëßåòñß ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêèì).
Ìåòpèêà ρN ìîæåò áûòü ñóæåíà íà êëàññ N∗, ãäå îíà ïpèíèìàåò âèä
ρN (f, g) = |f − g|N =
pi∫
−pi
ln
(
1 + |f∗(eiθ)− g∗(eiθ)|) dθ
2pi
, f, g ∈ N∗,
â êîòîðîì f∗ è g∗ îáîçíà÷àþò ôóíêöèè ðàäèàëüíûõ ãðàíè÷íûõ
çíà÷åíèé (1.2) ôóíêöèé f è g ñîîòâåòñòâåííî (ñì. [141]). Èçâåñòíî
(ñì. [141] è [63]), ÷òî êëàññ N∗ ßâëßåòñß F -ïpîñòpàíñòâîì îòíîñèòåëü-
íî ìåòpèêè ρN (îòíîñèòåëüíî ïîíßòèß F -ïpîñòpàíñòâà ñì. [2, ðàçä. III]
è [66, ãë. II, 1]). Êàê âñßêîå F -ïpîñòpàíñòâî, ïpîñòpàíñòâî N∗ ßâëßåòñß
ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêèì (ñì. [66, ãë. II, 1, òåîðåìà 12]), íî íè ëîêàëüíî-
îãpàíè÷åííûì, íè ëîêàëüíî-âûïóêëûì (à çíà÷èò, è íè íîpìèpóåìûì) îíî
íå ßâëßåòñß (ñì. [142]).
Äëß êëàññà M åñòåñòâåííàß ìåòpèêà âûãëßäèò êàê
ρM (f, g) = |f − g|M , f, g ∈M,
ãäå
|f |M =
pi∫
−pi
ln
(
1 +Mradf(e
iθ)
) dθ
2pi
, f ∈M.
Õ.Î.Êèì â ñòàòüå [90] ïîêàçàë, ÷òî êëàññ M ßâëßåòñß F -ïpîñòpàíñòâîì
îòíîñèòåëüíî ìåòpèêè ρM . Â òîé æå ñòàòüå ïîêàçàíî, ÷òîM ñ òîïîëîãèåé,
ïîpîæäåííîé ìåòpèêîé ρM , íå ßâëßåòñß íè ëîêàëüíî-îãpàíè÷åííûì, íè
ëîêàëüíî-âûïóêëûì (à çíà÷èò, è íè íîpìèpóåìûì) ïpîñòpàíñòâîì.
Â ñòàòüå Ì.Ñòîëëà [132] ïî àíàëîãèè ñ ìåòpèêîé ρN â êëàññàõ
Ïpèâàëîâà Nq (q > 1) ââåäåíà ìåòpèêà
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ρNq (f, g) = |f − g|Nq , f, g ∈ Nq,
ãäå
|f |Nq = sup
0≤r<1
[ pi∫
−pi
lnq
(
1 + |f(reiθ)|) dθ
2pi
]1/q
, f ∈ Nq.
Îí ïîêàçàë (ñì. [132, òåîðåìà 4.2]), ÷òî ïðè êàæäîì q > 1 êëàññ Nq ßâëß-
åòñß F -ïpîñòpàíñòâîì îòíîñèòåëüíî ìåòpèêè ρNq . Òàì æå áûëî äîêàçàíî,
÷òî âûpàæåíèå äëß õàpàêòåpèñòèêè | · |Nq ìîæíî óïpîñòèòü ê âèäó
|f |Nq =
[ pi∫
−pi
lnq
(
1 + |f∗(eiθ)|) dθ
2pi
]1/q
, f ∈ Nq (q > 1). (1.3)
Â êëàññàõ Õàpäè Hp (p > 0) ìåòpèêà èìååò âèä
ρHp(f, g) = |f − g|Hp , f, g ∈ Hp,
ãäå
|f |Hp = sup
0≤r<1
[ pi∫
−pi
|f(reiθ)|p dθ
2pi
]αp/p
, f ∈ Hp, αp = min(p , 1). (1.4)
Â êëàññå H∞ ïîä | · |H∞ ïîíèìàþò
|f |H∞ = lim
p→+∞ |f |Hp = supz∈U |f(z)|, f ∈ H
∞.
Ïpè p ≥ 1 êëàññû Hp ßâëßþòñß B-ïpîñòpàíñòâàìè (áàíàõîâûìè ïpî-
ñòpàíñòâàìè) îòíîñèòåëüíî íîpìû | · |Hp (ñì. [134]; îòíîñèòåëüíî îïpåäå-
ëåíèß áàíàõîâûõ ïpîñòpàíñòâ ñì. [2, pàçä. IV]). Ï.Ë.Äþpåí, Á.Â. Ðîìáåpã
è À.Ë.Øèëäñ â ñòàòüå [68] ïîêàçàëè, ÷òî ïpè 0 < p < 1 êëàññû Hp
ßâëßþòñß F -ïpîñòpàíñòâàìè îòíîñèòåëüíî ìåòpèêè ρHp . Ì.Ëàíäñáåðã è
À.Å.Ëèâèíãñòîí â ñâîèõ ñòàòüßõ [95] è [101] äîêàçàëè, ÷òî ïpè
0 < p < 1 ïpîñòpàíñòâà Hp íå ßâëßþòñß ëîêàëüíî-âûïóêëûìè, õîòß
ëîêàëüíî-îãpàíè÷åííûìè (â ñèëó ñâîéñòâà àáñîëþòíîé îäíîpîäíîñòè ñòå-
ïåíè p õàpàêòåpèñòèêè |·|Hp) îíè áóäóò. Êàê ñëåäñòâèå,Hp íåíîpìèpóåìû
ïpè 0 < p < 1.
1.1.3. Êàíîíè÷åñêèå ôàêòîðèçàöèè
Ñëåäóþùèé påçóëüòàò äàåò óäîáíûé àíàëèòè÷åñêèé àïïàpàò ê èññëå-
äîâàíèþ ãpàíè÷íûõ ñâîéñòâ ãîëîìîpôíûõ ôóíêöèé pàçëè÷íûõ êëàññîâ.
Òåîðåìà 1.3. Ôóíêöèß f(z) 6≡ 0 ïpèíàäëåæèò êëàññó N òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà
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f(z) = Czλ
∏
k
[ z¯k
|zk|
zk − z
1− z¯kz
]
exp
pi∫
−pi
eiθ + z
eiθ − z [p(θ)
dθ
2pi
+ dq(θ)], z ∈ U, (1.5)
ãäå C ∈ T , λ ∈ Z+, (zk)  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ìîæåò áûòü, ïóñòàß
èëè êîíå÷íàß) òî÷åê åäèíè÷íîãî êpóãà U ñ óñëîâèåì
∏
k
|zk| > 0, äåéñòâè-
òåëüíàß ôóíêöèß p(θ) èíòåãðèðóåìà, à ôóíêöèß q(θ), òàêæå ïpèíèìà-
þùàß äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèß, èìååò êîíå÷íóþ âàðèàöèþ è ïðîèçâîä-
íóþ, ïî÷òè âñþäó pàâíóþ íóëþ, íà îòðåçêå [−pi, pi] (ñì. [127]).
Ïpè ýòîì λ  êpàòíîñòü íóëß ôóíêöèè f(z) â íóëå, (zk)  ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü íóëåé ôóíêöèè f(z), îòëè÷íûõ îò íóëß è çàïèñàííûõ ñ
ó÷åòîì èõ êpàòíîñòåé, p(θ) = ln |f(eiθ)| ïî÷òè âñþäó íà îòpåçêå [−pi, pi],
ãäå f(eiθ) îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ óãëîâûõ ãpàíè÷íûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè
f(z) (ñì. ïóíêò 1.1.1), è
(1) f ∈ N∗ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèß q(θ) â ïðåäñòàâëåíèè
(1.5) íåâîçðàñòàåò íà îòpåçêå [−pi, pi] (ñì. [128]),
(2) f ∈ N q (q > 1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèß q(θ) íåâîçðàñòà-
åò, à ôóíêöèß pq+(θ) èíòåãpèpóåìà íà îòpåçêå [−pi, pi]
(ñì. [40, ãë. IV, 10, ï. 3], à òàêæå [102]),
(3) f ∈ Hp (p > 0) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèß q(θ) íåâîçpàñòà-
åò è ep p(θ) èíòåãpèpóåìà íà îòpåçêå [−pi, pi] (ñì. [127]),
(4) f ∈ H∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèß q(θ) íåâîçðàñòàåò è
ôóíêöèß p(θ) îãpàíè÷åíà ñâåpõó ïî÷òè âñþäó íà îòpåçêå [−pi, pi].
1.1.4. Îöåíêè pàâíîìåpíîãî pîñòà è êîýôôèöèåíòîâ Òåéëîpà
Â äàëüíåéøåì äëß ïpîèçâîëüíîé íåïpåpûâíîé â êpóãå U ôóíêöèè f(z)
èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèß
M(f, r) = max
|z|=r
|f(z)|, 0 ≤ r < 1,
è
A(f) = sup
0≤r<1
pi∫
−pi
ln+ |f(reiθ)| dθ
2pi
.
Òåîðåìà 1.4 (Ñ.Í.Ìåpãåëßí). Åñëè ôóíêöèß
f(z) =
∞∑
k=0
akz
k, z ∈ U, (1.6)
ïpèíàäëåæèò êëàññó N , òî
ln+M(f, r) ≤ A(f) 1 + r
1− r , 0 ≤ r < 1, (1.7)
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è
ln+ |ak| ≤
√
8A(f)k (1 + o(1)) ïpè k → +∞ (1.8)
(ñì. [41, ãë. II, 11, ï. 2]).
Â pàáîòå [41] ïpèâîäèòñß òàêæå ïpèìåp ôóíêöèè èç êëàññà N , äëß
êîòîpîé ïîñëåäíèå îöåíêè ßâëßþòñß òî÷íûìè.
Òåîðåìà 1.5 (Í.ßíàãèõàpà [143]). Äëß ôóíêöèé f(z) êëàññà N∗ ñ pàç-
ëîæåíèåì (1.6) ñïpàâåäëèâû àñèìïòîòèêè
ln+M(f, r) = o
(
1 + r
1− r
)
ïpè r → 1−
è
ln+ |ak| = o
(√
k
)
ïpè k → +∞,
è ýòè îöåíêè àñèìïòîòè÷åñêè íåóëó÷øàåìû (ñì. [143, òåîpåìû 3 è 4]).
Òåîðåìà 1.6 (M.Ñòîëë [132]). Äëß ôóíêöèé f(z) êëàññà Nq (q > 1) ñ
pàçëîæåíèåì (1.6) ñïpàâåäëèâû àñèìïòîòèêè
ln+M(f, r) = o
(
1 + r
1− r
)1/q
ïpè r → 1−
è
ln+ |ak| = o
(
q+1
√
k
)
ïpè k → +∞. (1.9)
Òåîðåìà 1.7 (Ã.Õàðäè è Äæ.Ëèòòëâóä [79], Ã.Ôðèäìàí [51]). Äëß
ôóíêöèé f(z) êëàññà Hp (p > 0) ñ pàçëîæåíèåì (1.6) ñïpàâåäëèâû îöåíêè
M(f, r) = o
(
1 + r
1− r
)1/p
ïpè r → 1−
è
ak = o
(
k1/αp−1
)
ïpè k → +∞, (1.10)
|ak| ≤ (k + 1)1/αp−1|f |1/αpHp , k ∈ Z+, (1.11)
ãäå | · |Hp è αp îïpåäåëåíû ïî ôîðìóëå (1.4), è ýòè îöåíêè íåóëó÷øàåìû
(ñì. [137] è [21]).
1.2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèß è îáîçíà÷åíèß
1.2.1. Ìíîãîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà
Ïóñòü n  ïpîèçâîëüíîå íàòópàëüíîå ÷èñëî è Cn  êîìïëåêñíîå êî-
îpäèíàòíîå ïpîñòpàíñòâî pàçìåpíîñòè n. Òî÷êè z ∈ Cn, ïî îïpåäåëåíèþ,
ïpåäñòàâëßþòñß â âèäå z = (z1, z2, . . ., zn), ãäå zk ∈ C, k = 1, 2, . . ., n.
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×èñëî zk, ñòîßùåå â ýòîé çàïèñè íà k-îì ìåñòå, íàçûâàåòñß k-îé êîîp-
äèíàòîé âåêòîpà z. Ýpìèòîâî ñêàëßpíîå ïpîèçâåäåíèå 〈z, w〉 =
n∑
k=1
zkwk,
z, w ∈ Cn, ïîpîæäàåò ãèëüáåpòîâó íîpìó |z|2 =
√〈z, z〉, z ∈ Cn. Íàpßäó
ñ ýòîé, â ïpîñòpàíñòâå Cn pàññìàòpèâàþò è äpóãóþ, òàê íàçûâàåìóþ ïî-
ëèêpóãîâóþ íîpìó |z|∞ = max
1≤k≤n
|zk|, z ∈ Cn. Êàê ëþáûå äâå íîpìû â
êîíå÷íîìåpíîì âåêòîpíîì ïpîñòpàíñòâå, íîpìû | · |2 è | · |∞ ýêâèâàëåíòíû
è ïîýòîìó çàäàþò â Cn îäíó è òó æå òîïîëîãèþ.
Ðàññìîòpèì â Cn äâå îáëàñòè: åäèíè÷íûé øàp Bn={z∈Cn | |z|2<1}
è åäèíè÷íûé ïîëèêpóã Un = {z ∈ Cn | |z|∞<1}. Ýòè îáëàñòè ßâëßþòñß
ìíîãîìåpíûìè àíàëîãàìè åäèíè÷íîãî êpóãà U îäíîìåðíîé êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè C. Ñ òî÷êè çpåíèß òåîpèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî
åñòåñòâåííûìè ãpàíè÷íûìè ìíîæåñòâàìè äëß îáëàñòåé Bn è Un áóäóò
ñîîòâåòñòâåííî ñôåpà Sn = {z ∈ Cn | |z|2 = 1} è òîp Tn = {z ∈ Cn | |zk| =
1, 1 ≤ k ≤ n}, íàçûâàåìûé òàêæå îñòîâîì ïîëèêpóãà Un. Òàêîé èõ âûáîp
îáúßñíßåòñß òåì, ÷òî ñôåpà Sn è òîp Tn ßâëßþòñß ãpàíèöàìè Øèëîâà
îáëàñòåé Bn è Un ñîîòâåòñòâåííî (ñì. [52, ãë. III, 15, òåîpåìû 3 è 4]).
Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè îáà pàññìîòpåííûõ ñëó÷àß óäîáíî èçó÷àòü â
åäèíîîápàçíûõ îáîçíà÷åíèßõ. Ñ÷èòàåì, ÷òî ñèìâîë G îáîçíà÷àåò êàê Bn,
òàê è Un, ñèìâîë Γ îáîçíà÷àåò êàê Sn, òàê è Tn.
Äëß ïðîèçâîëüíîãî α > 1 è ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ζ = (ζ1, . . . , ζn) ∈ Γ
îáîçíà÷èì Dα(ζ) = {z ∈ Bn | |1 − 〈z, ζ〉| < α(1 − |z|)} â ñëó÷àå G = Bn
è Dα(ζ) = {z ∈ Dα(ζ1) × . . . × Dα(ζn)|1/α < (1 − |zk|)/(1 − |zl|) < α,
1 ≤ k, l ≤ n} â ñëó÷àå G = Un. Ìíîæåñòâà Dα(ζ) íàçûâàþò òàêæå äî-
ïóñòèìûìè îáëàñòßìè â ñìûñëå Êîðàíüè [92], ñëóæàùèìè ìíîãîìåðíûì
àíàëîãîì îäíîìåðíûõ óãëîâ Øòîëüöà.
Ñèìâîëîì σ2 îáîçíà÷èì âåpîßòíîñòíóþ ìåpó íà ñôåpå Sn, èíâàpè-
àíòíóþ îòíîñèòåëüíî ãpóïïû âpàùåíèé O(2n,R), ïpåäñòàâëßß Cn â âèäå
R2n. Äëß òîpà Tn ÷åpåç σ∞ îáîçíà÷èì ïpîèçâåäåíèå íîpìèpîâàííûõ ìåp
Ëåáåãà íà åäèíè÷íûõ îêpóæíîñòßõ, ñîñòàâëßþùèõ Tn.
Ñóùåñòâåííóþ ðîëü â äàëüíåéøèõ äîêàçàòåëüñòâàõ èãðàþò ñâîéñòâà
èíâàpèàíòíîãî ßäpà Ïóàññîíà, èìåþùåãî âèä
P2(z, ζ) =
(
1− | z |22
|1− 〈z, ζ〉|2
)n
, z ∈ Bn, ζ ∈ Sn, (1.12)
äëß øàðà Bn (ñì. [118, ãë. 3, 3, îïpåäåëåíèå 1]) è âèä
P∞(z, ζ) =
n∏
k=1
1− |zk|2
|1− zkζk|2
, z ∈ Un, ζ ∈ Tn, (1.13)
äëß ïîëèêðóãà Un (ñì. [116, ãë. II, 1, ï. 1]).
Ââåäåì ñèìâîë P äëß îáîçíà÷åíèß êàê P2, òàê è P∞; ñèìâîë σ äëß
îáîçíà÷åíèß êàê σ2, òàê è σ∞; ñèìâîë | · | îáîçíà÷àåò êàê | · |2, òàê è | · |∞.
Ïpè n = 1 èìååì
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G = Bn = U
n = U, Γ = Sn = T
n = T,
P (z, ζ) = P2(z, ζ) = P∞(z, ζ) =
1− |z|2
|1− z ζ|2 , z ∈ U, ζ ∈ T, (1.14)
σ(dζ) = σ2(dζ) = σ∞(dζ) =
dθ
2pi
, ζ = eiθ ∈ T, −pi ≤ θ ≤ pi,
|z| = |z|2 = |z|∞, z ∈ C.
1.2.2. Ìíîãîìåðíûå êëàññû ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé
Ïóñòü ϕ  ïpîèçâîëüíàß íåîòpèöàòåëüíàß íåóáûâàþùàß ôóíêöèß
íåîòpèöàòåëüíîãî àpãóìåíòà.
Îïðåäåëåíèå 1.8. Ôóíêöèß f(z), ãîëîìîpôíàß â îáëàñòè G, ïpèíàäëå-
æèò êëàññó ϕ(N), åñëè îãpàíè÷åíî ñåìåéñòâî èíòåãpàëîâ∫
Γ
ϕ
(
ln+ |f(rγ)|
)
σ(dγ), 0 ≤ r < 1. (1.15)
Ïpè ϕ(t) = t ïîëó÷àåì ìíîãîìåpíûé êëàññ ÎñòpîâñêîãîÍåâàíëèííû
N (ñì. [118, ãë. 5, 6, ï. 1] è [116, ãë. III, 3, ï. 1]), ïpè ϕ(t) = tq  ìíî-
ãîìåpíûå êëàññû Ïpèâàëîâà Nq (q > 1), ïpè ϕ(t) = ept  ìíîãîìåpíûå
êëàññû Õàpäè Hp (p > 0) (ñì. [118, ãë. 5, 6, ï. 1] è [116, ãë. III, 4, ï. 1],
ãäå pàññìîòpåíû òàêæå îáùèå êëàññû ϕ(N)). Ïîä H∞ ïîíèìàþò êëàññ
ôóíêöèé, ãîëîìîpôíûõ è îãpàíè÷åííûõ â îáëàñòè G.
Îïðåäåëåíèå 1.9. Ôóíêöèß f(z), ãîëîìîpôíàß â îáëàñòè G, ïpèíàäëå-
æèò êëàññó ϕ(N∗), åñëè ñåìåéñòâî ôóíêöèé{
ϕ
(
ln+ |f(rγ)|
)
, γ ∈ Γ}
0≤r<1 (1.16)
èìååò pàâíîñòåïåííî àáñîëþòíî íåïpåpûâíûå èíòåãpàëû íà Γ , òî åñòü
äëß ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñß òàêîå δ > 0, ÷òî åñëè σ-èçìåpèìîå ìíîæå-
ñòâî E íà Γ èìååò ìåpó σE < δ, òî∫
E
ϕ
(
ln+ |f(rγ)|
)
σ(dγ) < ε, 0 ≤ r < 1. (1.17)
Ïpè ϕ(t) = t ïîëó÷àåì ìíîãîìåpíûé àíàëîã êëàññà N∗, èññëåäîâàííûé
Ó.Ðóäèíûì â êíèãàõ [116, ãë. III, 3], [118, ãë. 5, 6], Ê.Ñ.Äýâèñîì â ñòàòüå
[64] è Ì.Ñòîëëîì â ñòàòüßõ [130] è [131], ãäå ðàññìîòðåíû òàêæå îáùèå
êëàññû ϕ(N).
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Îïðåäåëåíèå 1.10. Ôóíêöèß f(z), ãîëîìîpôíàß â îáëàñòè G, ïpèíàäëå-
æèò êëàññó ϕ(M), åñëè ñåìåéñòâî ôóíêöèé (1.16) èìååò èíòåãpèpóå-
ìóþ ìàæîpàíòó íà Γ ; äpóãèìè ñëîâàìè,∫
Γ
ϕ
(
ln+Mradf(γ)
)
σ(dγ) <∞, (1.18)
ãäå
(Mradf)(γ) = sup
0≤r<1
|f(rγ)|, γ ∈ Γ. (1.19)
Åñëè ϕ(t) = tq, òî ïîëó÷àåì ìíîãîìåpíûå êëàññû Mq (q > 0), êîòîpûå
pàññìàòpèâàëèñü â ñòàòüßõ [61] è [91].
Êàê è â îäíîìåpíîì ñëó÷àå, â ìíîãîìåpíûõ êëàññàõ N q (q > 0),
Mq (q > 0) è Hp (p > 0) ââîäßòñß ÷èñëîâûå õàpàêòåpèñòèêè â âèäå
|f |Nq = sup
0≤r<1
[∫
Γ
lnq
(
1 + |f(rγ)|)σ(dγ)]αq/q, f ∈ Nq, (1.20)
|f |Mq =
[∫
Γ
lnq
(
1 +Mradf(γ)
)
σ(dγ)
]αq/q
, f ∈Mq, (1.21)
|f |Hp = sup
0≤r<1
[∫
Γ
|f(rγ)|p σ(dγ)
]αp/p
, f ∈ Hp, (1.22)
αp = min(p, 1), p > 0, (1.23)
ïîpîæäàþùèå â ýòèõ êëàññàõ ìåòðèêè, èíâàpèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ñäâè-
ãîâ, ñîãëàñíî ôîðìóëå
ρ(f, g) = |f − g|. (1.24)
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïpè q > 1 êëàññû Nq è Mq êàê ìíîæåñòâà ñîâ-
ïàäàþò è ïîýòîìó íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå ôóíêöèé ââåäåíû äâå
pàçëè÷íûå ìåòpèêè, ρNq è ρMq . Òåì íå ìåíåå ýòè ìåòpèêè ýêâèâàëåíò-
íû ïî Ëèïøèöó, êàê ïîêàçûâàþò pàññóæäåíèß, ïpèâåäåííûå â ñòàòüå [61]
äëß äîêàçàòåëüñòâà pàâåíñòâà Nq = Mq. Ýòî îáñòîßòåëüñòâî àíàëîãè÷íî
òîìó, êîòîpîå èìååò ìåñòî äëß ïpîñòpàíñòâ ÕàpäèHp, êîãäàHp îïpåäåëß-
þòñß, ñ îäíîé ñòîpîíû, ñâîéñòâîì îãpàíè÷åííîñòè èíòåãpàëüíûõ ñpåäíèõ
(1.15) ïpè ϕ(t) = ept, p > 0, à ñ äpóãîé ñòîpîíû  ÷åpåç ìàêñèìàëüíóþ
pàäèàëüíóþ ôóíêöèþ (ñì. îïpåäåëåíèå 1.10 ñ ϕ(t) = ept). Íåpàâåíñòâî∫
Γ
Mpradf(γ)σ(dγ) ≤ Cp sup
0≤r<1
∫
Γ
|f(rγ)|p σ(dγ), f ∈ Hp, (1.25)
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ïîêàçûâàåò, ÷òî õàpàêòåpèñòèêà
|f |Hpm =
[∫
Γ
Mpradf(γ)σ(dγ)
]αp/p
, f ∈ Hp, (1.26)
çàäàþùàß, ñîãëàñíî (1.24), åùå îäíó ìåòpèêó â Hp, ýêâèâàëåíòíà ïî
Ëèïøèöó èñõîäíîé õàðàêòåðèñòèêå | · |Hp , çàäàííîé ïî ôîðìóëå (1.22).
Íåpàâåíñòâî (1.25) â ñëó÷àå øàpà äîêàçàíî â [118, ãë. 5, 6, òåîpåìà 5],
à â ñëó÷àå ïîëèêpóãà ñëåäóåò èç îöåíêè ñëàáîãî òèïà (1, 1) pàäèàëüíîãî
ìàêñèìàëüíîãî îïåpàòîpà Mrad, äîêàçàííîé â [116, ãë. II, 3, ëåììà 2], è
î÷åâèäíîé îöåíêè òèïà (∞,∞) ïî èçâåñòíîé èíòåpïîëßöèîííîé òåîpåìå
Ìàpöèíêåâè÷à (ñì. [118, ãë. 5, 7]).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êëàññû Nq ïðè 0 < q < 1 îêàçûâàþòñß ñëèøêîì
øèðîêèìè, ÷òîáû èìåòü ¾õîðîøèå¿ ãðàíè÷íûå è ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêèå
ñâîéñòâà.
Â êëàññå H∞ íîpìà | · |H∞ ââîäèòñß â âèäå
|f |H∞ = sup
z∈G
|f(z)|, f ∈ H∞.
Äîêàçàííîå â [116, ãë. III, 4, ï. 1] ñîîòíîøåíèå
N∗ =
⋃
ϕ
ϕ(N), (1.27)
â êîòîpîì îáúåäèíåíèå áåpåòñß ïî âñåì íåîòpèöàòåëüíûì, íåóáûâàþùèì
è âûïóêëûì âíèç ôóíêöèßì ϕ(t), t ≥ 0, äëß êîòîpûõ ϕ(t)/t → +∞ ïpè
t→ +∞, ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëß äîêàçàòåëüñòâà âëîæåíèé
H∞ ⊂ Hp>0 ⊂ Nq>1 ⊂M ⊂ N∗ ⊂ N, (1.28)
è ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî âñå ýòè âëîæåíèß ñòðîãèå (ñì. [91]).
Ñëåäóþùàß òåîpåìà ßâëßåòñß ìíîãîìåpíûì àíàëîãîì òåîpåìû 1.2.
Òåîðåìà 1.11 (À. Çèãìóíä [148], À. Çèãìóíä, À.Ï.Êàëüäåpîí [60]).
Äëß êàæäîé ôóíêöèè f(z) èç êëàññà N pàäèàëüíûå ãpàíè÷íûå çíà÷åíèß
f∗(γ) = lim
r→1−
f(rγ) (1.29)
ñóùåñòâóþò (è êîíå÷íû) äëß ïî÷òè âñåõ γ ∈ Γ . Ïpè ýòîì ôóíêöèß
ln |f∗(γ)| èíòåãpèpóåìà ïî γ îòíîñèòåëüíî ìåpû σ íà Γ , åñëè f(z) 6≡ 0
â G.
Çàìå÷àíèå 1.12. Óòâåpæäåíèå òåîpåìû äîïóñêàåò óñèëåíèå. Â ñëó÷àå øà-
ðà êîíå÷íûå ïpåäåëû f(ζ) ôóíêöèè f(z) cóùåñòâóþò è ðàâíû f∗(ζ) äëß
ïî÷òè âñåõ ζ ∈ Sn ïpè z → ζ âíóòðè äîïóñòèìûõ îáëàñòåé Êîðàíüè Dα(ζ),
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α > 1; ÷èñëà f(ζ) íàçûâàþò äîïóñòèìûìè ïðåäåëàìè ôóíêöèè f(z) â òî÷-
êàõ ζ ∈ Sn (ñì. [92]). Â ñëó÷àå ïîëèêðóãà ïðåäåëû ôóíêöèè f(z) ñóùåñòâó-
þò äëß ïî÷òè âñåõ ζ ∈ Tn, êîãäà z ñòðåìèòñß ê ζ âíóòðè óãëîâ Øòîëüöà
ïî êàæäîé êîîðäèíàòå òàêèì îápàçîì, ÷òî îòíîøåíèß (1− |zk|)/(1− |zl|)
îñòàþòñß îãðàíè÷åííûìè äëß âñåõ 1 ≤ k, l ≤ n (òî åñòü ïî îáëàñòßìDα(ζ),
α > 1, îïðåäåëåííûì íàìè â ñëó÷àå ïîëèêðóãà; ñì. [60, òåîðåìà 1]); ÷èñëà
f(ζ) â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàþò îãðàíè÷åííûìè íåêàñàòåëüíûìè ïðåäåëàìè
â òî÷êàõ ζ ∈ Tn.
Ïðåèìóùåñòâî ðàññìîòðåíèß ïðåäåëîâ ïî îáëàñòßìDα(ζ) â ñëó÷àå øà-
ðà çàêëþ÷àåòñß â òîì, ÷òî äîïóñòèìûé ïîäõîä ê ãðàíè÷íîé òî÷êå íå èñ-
÷åðïûâàåòñß íåêàñàòåëüíûì ïîäõîäîì (òî åñòü ïîäõîäîì ïî íåêîòîðîìó
íåêàñàòåëüíîìó êîíóñó ñ âåðøèíîé â ýòîé òî÷êå) è ñîäåðæèò êàñàòåëüíóþ
êîìïîíåíòó, à òàêæå â òîì, ÷òî ïîíßòèå äîïóñòèìîé ñõîäèìîñòè èíâàðè-
àíòíî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèß àâòîìîðôèçìîâ øàðà Bn.

×àñòü I
Ìíîãîìåðíûå
ôóíêöèîíàëüíûå
ïðîñòðàíñòâà

2Ïpîñòpàíñòâà È.È.Ïpèâàëîâà
Â ãëàâå îïpåäåëßþòñß è èññëåäóþòñß êëàññû È.È.Ïpèâàëîâà
Nq (q > 1) ãîëîìîpôíûõ ôóíêöèé â øàpå è ïîëèêpóãå èç Cn. Èçó÷åíû
ýêâèâàëåíòíûå îïpåäåëåíèß êëàññîâ Nq (q > 1), äîêàçàíû àíàëîãè òåîpåì
Â.È.Ñìèpíîâà äëß êëàññîâ Nq (q > 1), à òàêæå ëîãàpèôìè÷åñêàß âåpñèß
òåîpåìû Ô. è Ì.Ðèññîâ î ñõîäèìîñòè â ñpåäíåì ê pàäèàëüíûì ãpàíè÷íûì
çíà÷åíèßì íà ãpàíèöå îáëàñòè îïpåäåëåíèß.
2.1. Ðàâíîñèëüíûå îïðåäåëåíèß êëàññîâ Nq (q > 1)
2.1.1. Ñâîéñòâà ôóíêöèé, ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèþ
ïðèíàäëåæíîñòè êëàññàì Nq (q > 1)
Îñíîâíàß öåëü ýòîãî ïàpàãpàôà ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåãî
påçóëüòàòà.
Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü q > 1, ôóíêöèß f(z) ãîëîìîpôíà â îáëàñòè G
è f∗ îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ åå pàäèàëüíûõ ãpàíè÷íûõ çíà÷åíèé (1.29).
Ñëåäóþùèå óñëîâèß äëß ôóíêöèè f(z) ýêâèâàëåíòíû:
(1) f ∈ Nq;
(2) f ∈ N∗ è lnq+ |f∗| ∈ L 1(Γ, σ), ãäå L 1(Γ, σ) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî
ôóíêöèé, èíòåãpèpóåìûõ ïî ìåpå σ íà Γ ;
(3) f∗ ñóùåñòâóåò ïî÷òè âñþäó íà Γ , lnq+ |f∗| ∈ L 1(Γ, σ) è
lnq+ |f(z)| ≤
∫
Γ
P (z, ζ) lnq+ |f∗(ζ)|σ(dζ), z ∈ G, (2.1)
ãäå P  ßäðî Ïóàññîíà îáëàñòè G, îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëàì (1.12)
è (1.13) ñîîòâåòñòâåííî;
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(4) f∗ ñóùåñòâóåò ïî÷òè âñþäó íà Γ , lnq+ |f∗| ∈ L 1(Γ, σ) è∫
Γ
lnq+ |f(rγ)|σ(dγ) ≤
∫
Γ
lnq+ |f∗(γ)|σ(dγ), 0 ≤ r < 1; (2.2)
(5) f∗ ñóùåñòâóåò ïî÷òè âñþäó íà Γ , lnq+ |f∗| ∈ L 1(Γ, σ) è
lim
r→1−
∫
Γ
lnq+ |f(rγ)|σ(dγ) =
∫
Γ
lnq+ |f∗(γ)|σ(dγ); (2.3)
(6) f ∈ (N∗)q;
(7) f ∈Mq.
Çàìå÷àíèå 2.2. Ðàâíîñèëüíîñòü óñëîâèé (1), (5) è (6) â îäíîìåðíîì ñëó÷àå
äîêàçàíà È.È.Ïðèâàëîâûì â [40, ãë. IV, 10, ïï. 1 è 2]. Ðàâíîñèëüíîñòü
óñëîâèé (1), (2) è (7) óñòàíîâëåíà â ñòàòüå Õ.Î.Êèìà è Á.Ð.×îý [61].
Èìïëèêàöèè (1) ⇒ (3) è (1) ⇒ (5) (äàæå â áîëåå îáùåì ñëó÷àå) áûëè
óñòàíîâëåíû Ì.Ñòîëëîì â ñòàòüå [130].
Äîêàçàòåëüñòâî. (1) ⇒ (2) Âêëþ÷åíèß (1.28) ïîêàçûâàþò, ÷òî åñëè
ôóíêöèß f ∈ Nq (q > 1), òî f ∈ N∗ è, ñëåäîâàòåëüíî, f(z) èìååò êîíå÷íûå
ðàäèàëüíûå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèß f∗ ïî÷òè âñþäó íà Γ
(òåîðåìà 1.11). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè f(z)
êëàññó Nq (îïðåäåëåíèå 1.8), ñóùåñòâóåò êîíå÷íàß ïîñòîßííàß K ≥ 0,
äëß êîòîðîé ∫
Γ
lnq+ |f(rγ)|σ(dγ) ≤ K, 0 ≤ r < 1.
Ïåðåõîäß â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè r → 1− è èñïîëüçóß ïðå-
äåëüíîå íåðàâåíñòâî ÔàòóËåáåãà (ñì., íàïðèìåð, [106, òåîðåìà II.T7]),
ïîëó÷àåì ∫
Γ
lnq+ |f∗(γ)|σ(dγ) ≤ K,
îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî lnq+ |f∗| ∈ L 1(Γ, σ).
(2)⇒ (3) Ïóñòü f ∈ N∗ è lnq+ |f∗| ∈ L 1(Γ, σ). Ôóíêöèß ln+ |f(z)| ïëþ-
ðèñóáãàðìîíè÷íà â îáëàñòè G êàê êîìïîçèöèß ïëþðèñóáãàðìîíè÷åñêîé
ôóíêöèè t = ln |f(z)| è íåóáûâàþùåé âûïóêëîé âíèç ôóíêöèè äåéñòâè-
òåëüíîãî àðãóìåíòà ψ(t) = t+ = max(t , 0). (Îòíîñèòåëüíî ïîíßòèß ïëþ-
ðèñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè ñì., íàïðèìåð, [52, ãë. III, 13].) Ïîýòîìó
äëß ëþáîãî ðàäèóñà 0 ≤ R < 1 è ëþáîé òî÷êè z ∈ G, |z| < R, âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî
ln+ |f(z)| ≤
∫
Γ
P
( z
R
, ζ
)
ln+ |f(Rζ)|σ(dζ) (2.4)
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(ñì. [130, ëåììà 2a]).
Äëß âñåõ z ∈ G, |z| < R, ñïðàâåäëèâà îöåíêà ßäðà Ïóàññîíà
P
( z
R
, ζ
)
≤
(
R+ |z|
R− |z|
)n
, ζ ∈ Γ, (2.5)
èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì z ∈ G ôóíêöèß P (z/R, ζ)
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà íà Γ ïðè R → 1−. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñ-
íî óñëîâèþ f ∈ N∗, ñåìåéñòâî ôóíêöèé {ln+ |f(Rζ)|, ζ ∈ Γ}0≤R<1 èìååò
ðàâíîñòåïåííî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå èíòåãðàëû íà Γ (ñì. îïðåäåëåíèå
1.9). Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè â (2.4) îáðàçóþò ñåìåé-
ñòâî ôóíêöèé ñ ðàâíîñòåïåííî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè (ïðè R → 1−)
èíòåãðàëàìè è, çíà÷èò, â (2.4) âîçìîæåí ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïîä çíàêîì
èíòåãðàëà ïðè R → 1− (ñì., íàïðèìåð, [106, òåîðåìà II.T21]). Òàêèì îá-
ðàçîì, íà îñíîâàíèè (2.4), ïîëó÷àåì
ln+ |f(z)| ≤
∫
Γ
P (z, ζ) ln+ |f∗(ζ)|σ(dζ), z ∈ G. (2.6)
Ïðèìåíßß ê ïðàâîé ÷àñòè (2.6) íåðàâåíñòâî Éåíñåíà îòíîñèòåëüíî âûïóê-
ëîé âíèç è íåóáûâàþùåé ïðè t ≥ 0 ôóíêöèè ϕ(t) = tq, q > 1, ïðèõîäèì ê
èñêîìîìó íåðàâåíñòâó (2.1).
(3) ⇒ (4) Ïîëîæèì â íåðàâåíñòâå (2.1) z = rγ, 0 ≤ r < 1, γ ∈ Γ , è
ïðîèçâåäåì â íåì èíòåãðèðîâàíèå ïî ïåðåìåííîé γ. Ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî∫
Γ
lnq+ |f(rγ)|σ(dγ) ≤
∫
Γ
∫
Γ
P (rγ, ζ)σ(dγ) lnq+ |f∗(ζ)|σ(dζ), (2.7)
â êîòîðîì òàêæå èñïîëüçîâàíà òåîðåìà Ôóáèíè îá èçìåíåíèè ïîðßäêà
èíòåãðèðîâàíèß â êðàòíîì èíòåãðàëå Ëåáåãà.
Èç îïðåäåëåíèé (1.12) è (1.13) ßäðà Ïóàññîíà P íåïîñðåäñòâåííî ñëå-
äóåò ñâîéñòâî ñèììåòðè÷íîñòè
P (rγ, ζ) = P (rζ, γ), ζ, γ ∈ Γ, 0 ≤ r < 1, (2.8)
à òàêæå ñâîéñòâî íîðìèðîâàííîñòè∫
Γ
P (z, γ)σ(dγ) = 1, z ∈ G, (2.9)
äîêàçàííîå â [118, ãë. 3, 3, ïðåäëîæåíèå 3] è [116, ãë. II, 1, ï. 1]. Ó÷èòûâàß
(2.8) è (2.9), ïåðåïèøåì (2.7) â âèäå∫
Γ
lnq+ |f(rγ)|σ(dγ) ≤
∫
Γ
lnq+ |f∗(ζ)|σ(dζ), 0 ≤ r < 1,
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÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåîáîçíà÷åíèß ñîâïàäàåò ñ èñêîìûì
íåðàâåíñòâîì (2.2).
(4)⇒ (5) Èç íåðàâåíñòâà (2.2) ñëåäóåò, ÷òî
lim
r→1−
∫
Γ
lnq+ |f(rγ)|σ(dγ) ≤
∫
Γ
lnq+ |f∗(γ)|σ(dγ).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðåäåëüíîå íåðàâåíñòâî ÔàòóËåáåãà äàåò∫
Γ
lnq+ |f∗(γ)|σ(dγ) 6 lim
r→1−
∫
Γ
lnq+ |f(rγ)|σ(dγ).
Ïîñëåäíèå äâà íåðàâåíñòâà ïðèâîäßò ê ðàâåíñòâó (2.3).
(5) ⇒ (6) Ñîãëàñíî [106, òåîðåìà II.T21], ðàâåíñòâî (2.3)
âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñåìåéñòâî ôóíêöèé
{lnq+ |f(rγ)|, γ ∈ Γ}0≤r<1 èìååò ðàâíîñòåïåííî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå
èíòåãðàëû íà Γ . Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè âûïîëíåíî (2.3), òî ïî îïðåäåëå-
íèþ 1.9 ôóíêöèß f ∈ (N∗)q.
(2) ⇒ (7) Ïðèìåíèì ê îáåèì ÷àñòßì óñòàíîâëåííîãî âûøå íåðàâåí-
ñòâà (2.6) ðàäèàëüíûé ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð (1.19), èñïîëüçóß îöåí-
êó ðàäèàëüíîé ìàêñèìàëüíîé ôóíêöèè èíòåãðàëà Ïóàññîíà ÷åðåç ãðà-
íè÷íóþ ìàêñèìàëüíóþ ôóíêöèþ (ýòà îöåíêà äîêàçàíà â ñëó÷àå øàðà
â [118, ãë. 5, 4, òåîðåìà 5], à äëß ñëó÷àß ïîëèêðóãà åå ìîæíî íàéòè
â [116, ãë. II, 3, ï. 1, ñ. 3031]). Òîãäà ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî
ln+Mradf(ζ) ≤ CMΓ ln+ |f∗|(ζ), ζ ∈ Γ,
ñ íåêîòîðîé êîíå÷íîé ïîñòîßííîé C ≥ 0, ãäå ñèìâîë MΓ g îáîçíà÷àåò
ãðàíè÷íóþ ìàêñèìàëüíóþ ôóíêöèþ äëß îïðåäåëåííîé íà Γ ôóíêöèè
g (îòíîñèòåëüíî îïðåäåëåíèß MΓ g ñì. [118, ãë. 5, 2, îïðåäåëåíèå 2] è
[116, ãë. II, 3, ï. 1]).
Ïîñêîëüêó q > 1, äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî áàçèðóåòñß íà îöåíêå
ñèëüíîãî òèïà (q, q) äëß ãðàíè÷íîãî ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà MΓ , êî-
òîðàß â ñëó÷àå øàðà óñòàíîâëåíà â [118, ãë. 5, 2, òåîðåìà 4], à â ñëó-
÷àå ïîëèêðóãà ïî èçâåñòíîé èíòåðïîëßöèîííîé òåîðåìå Ìàðöèíêåâè÷à
ñëåäóåò èç îöåíêè ñëàáîãî òèïà (1, 1) (ñì. [116, ãë. II, 3, ï. 1, ëåììà 1])
è îöåíêè òèïà (∞,∞), êîòîðàß áåç òðóäà ïðîâåðßåòñß è íåïîñðåäñòâåííî.
Â ñèëó ýòîé îöåíêè, èíòåãðèðîâàíèåì èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷à-
åì íåðàâåíñòâî∫
Γ
lnq+Mradf(ζ)σ(dζ) ≤ Cq
∫
Γ
MqΓ ln+ |f∗|(ζ)σ(dζ) ≤
≤ CqAq
∫
Γ
lnq+ |f∗(ζ)|σ(dζ) < +∞
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ñ íåêîòîðîé êîíå÷íîé ïîñòîßííîé Aq ≥ 0, èç êîòîðîãî ïî îïðåäåëåíèþ
1.10 ñëåäóåò, ÷òî f ∈Mq.
(7)⇒ (6)⇒ (1) Ýòè èìïëèêàöèè ñëåäóþò èç âêëþ÷åíèé
Mq ⊆ (N∗)q ⊆ Nq,
âûòåêàþùèõ ïðßìî èç îïðåäåëåíèé 1.8, 1.9 è 1.10.
2.1.2. Ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèß êëàññîâ Nq è Hp
Òàê êàê ïðè ëþáîì q > 0 ðàçíîñòü ôóíêöèé lnq(1 + t) − lnq+ t îãðà-
íè÷åíà ïðè t ≥ 0, òî â îïðåäåëåíèßõ 1.8, 1.9 è 1.10 êëàññîâ Nq, (N∗)q
è Mq ôóíêöèè lnq+ |f(rγ)| è lnq+Mradf(γ) ìîæíî çàìåíèòü íà ôóíêöèè
lnq(1 + |f(rγ)|) è lnq(1 +Mradf(γ)) ñîîòâåòñòâåííî.
Èñïîëüçóß íîâîå îïðåäåëåíèå, çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.1
îñòàåòñß ñïðàâåäëèâûì, åñëè âî âñåõ åå óñëîâèßõ ôóíêöèþ lnq+ t çàìåíèòü
íà lnq(1 + t). Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèß ln(1 + |f(z)|) ïëþðèñóáãàðìîíè÷íà
â îáëàñòè G äëß ëþáîé ãîëîìîðôíîé òàì ôóíêöèè f(z), êàê êîìïîçèöèß
ïëþðèñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè t = ln |f(z)| è âûïóêëîé âíèç íåóáûâà-
þùåé ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà ψ(t) = ln(1 + et) (ñð. ñ ðàñ-
ñóæäåíèßìè ïðè äîêàçàòåëüñòâå èìïëèêàöèè (2) ⇒ (3) â òåîðåìå 2.1).
Ñ ó÷åòîì ýòîãî îáñòîßòåëüñòâà íå ïðåäñòàâëßåò òðóäà âèäîèçìåíèòü èç-
ëîæåííîå âûøå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1.
Â ÷àñòíîñòè, ñâîéñòâî (5) òåîðåìû 2.1 ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óòâåð-
æäåíèþ.
Ñëåäñòâèå 2.3. Äëß êàæäîé ôóíêöèè f(z) êëàññà Nq (q > 1)
|f |Nq =
[∫
Γ
lnq(1 + |f∗(γ)|)σ(dγ)
]1/q
, (2.10)
ãäå f∗ îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ ðàäèàëüíûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé (1.29) ôóíê-
öèè f (ñðàâíèòå ñ ðàâåíñòâîì (1.3)).
Äåéñòâèòåëüíî, ïðè q > 1 ôóíêöèß lnq(1+|f(z)|) ïëþðèñóáãàðìîíè÷íà
â îáëàñòè G äëß ëþáîé ãîëîìîðôíîé òàì ôóíêöèè f(z), êàê êîìïîçèöèß
ïëþðèñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè ln(1+ |f(z)|) è íåóáûâàþùåé âûïóêëîé
âíèç ïðè t ≥ 0 ôóíêöèè ϕ(t) = tq. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó Ì.Ñòîëëà (ñì.
[130, ëåììà 2b]), èíòåãðàë â îïðåäåëåíèè (1.20) õàpàêòåpèñòèêè | · |Nq íå
óáûâàåò ïî r è ïîýòîìó çíàê sup â îïðåäåëåíèè (1.20) ìîæíî çàìåíèòü
íà çíàê lim. Ïîñëå ýòîãî îñòàåòñß ëèøü ïðèìåíèòü ñâîéñòâî (5) âèäîèç-
ìåíåííîé òåîðåìû 2.1.
Çàìå÷àíèå 2.4. Âñå óòâåðæäåíèß òåîðåìû 2.1, êðîìå, áûòü ìîæåò, åå
óòâåðæäåíèß (7), ñïðàâåäëèâû è äëß îáùèõ êëàññîâ ϕ(N), ãäå ϕ(t) 
ïðîèçâîëüíàß íåóáûâàþùàß íåîòðèöàòåëüíàß âûïóêëàß âíèç ïðè t ≥ 0
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ôóíêöèß, áåñêîíå÷íî áîëüøàß ïî ñðàâíåíèþ ñ t ïðè t→ +∞, åñëè âî âñåõ
åå óñëîâèßõ ôóíêöèþ lnq+ t çàìåíèòü íà ϕ(ln+ t). Çàìåòèì, ÷òî è óòâåðæäå-
íèå (7) áóäåò ñïðàâåäëèâî, åñëè ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðè íåêîòîðîì p > 1
ôóíêöèß p
√
ϕ îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè ôóíêöèè ϕ, óêàçàííûìè âûøå.
Áîëåå òîãî, äîñòàòî÷íî ëèøü ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ôóíêöèß p
√
ϕ(ln+ |f(z)|)
ïðè íåêîòîðîì p > 1 áûëà ïëþðèñóáãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè G äëß êàæ-
äîé ãîëîìîðôíîé òàì ôóíêöèè f(z). Êàê ñëåäñòâèå, óòâåðæäåíèß òåîðå-
ìû 2.1 îñòàþòñß ñïðàâåäëèâûìè äëß êëàññîâ Õàðäè Hp (p > 0).
Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ñêàçàííîìó â íà÷àëå ïóíêòà îòíîñèòåëüíî
êëàññîâ Ïðèâàëîâà Nq (q > 1), â îïðåäåëåíèßõ 1.8, 1.9 è 1.10 êëàññîâ
Hp = epN , Hp∗ = epN∗ è Hpm = e
pM ôóíêöèè ep ln+ |f(rγ)| = max(1, |f(rγ)|p)
è ep ln+Mradf(γ) = max(1,Mpradf(γ)) ìîãóò áûòü çàìåíåíû íà ôóíêöèè
|f(rγ)|p è Mpradf(γ) ñîîòâåòñòâåííî (èìåííî â òàêîé ôîðìå êëàññû Hp
îáû÷íî è îïðåäåëßþòñß). Ñäåëàâ òàêîå çàìå÷àíèå, îòìåòèì, ÷òî óòâåð-
æäåíèß òåîðåìû 2.1 äëß êëàññîâ Õàðäè Hp òàêæå îñòàþòñß ñïðàâåäëè-
âûìè, åñëè ôóíêöèþ max(1, |f(rγ)|p), âîçíèêàþùóþ ïðè ýòîì â óñëîâèßõ
òåîðåìû, çàìåíèòü íà ôóíêöèþ |f(rγ)|p. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè p > 0 ôóíê-
öèß |f(z)|p ßâëßåòñß ïëþðèñóáãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè G äëß âñßêîé ãî-
ëîìîðôíîé òàì ôóíêöèè f(z)  è, çíà÷èò, äîêàçàòåëüñòâî ìîäèôèöèðî-
âàííîé òåîðåìû 2.1 äëß êëàññîâ Hp ìîæíî ïðîâîäèòü ïî òîé æå ñõåìå,
êîòîðàß ïðèâåäåíà äëß êëàññîâ Nq (q > 1).
Â ÷àñòíîñòè, ñâîéñòâî (5) óêàçàííîé âûøå òåîðåìû ïðèâîäèò ê ñëåäó-
þùåìó âûðàæåíèþ äëß õàpàêòåpèñòèêè | · |Hp (ñðàâíèòå ñ âûðàæåíèåì
(1.22)).
Ñëåäñòâèå 2.5. Äëß êàæäîé ôóíêöèè f(z) êëàññà Hp (p > 0)
|f |Hp =
[∫
Γ
|f∗(γ)|p σ(dγ)
]αp/p
, (2.11)
ãäå f∗ îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ ðàäèàëüíûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé (1.29) ôóíê-
öèè f è αp = min(p , 1).
2.1.3. Àíàëîãè òåîpåì Ñìèpíîâà äëß êëàññîâ Nq (q > 1)
Èçâåñòíàß òåîpåìà Â.È.Ñìèpíîâà (ñì., íàïpèìåp, [41, ãë. II, 6, ï. 4])
óòâåpæäàåò, ÷òî åñëè ôóíêöèß f ∈ Hp (p > 0) è ôóíêöèß |f∗|p′ (p′ > p)
èíòåãpèpóåìà íà Γ , òî f ∈ Hp′ . Êàê îáîáùåíèå ýòîé òåîpåìû íà ñëó÷àé
áåñêîíå÷íîãî ïîêàçàòåëß p′, ñïpàâåäëèâ òàêæå ñëåäóþùèé påçóëüòàò, êî-
òîpûé ìîæíî áûëî áû íàçâàòü ãpàíè÷íûì ïpèíöèïîì ìàêñèìóìà ìîäóëß:
åñëè f ∈ Hp (p > 0) è |f∗| ≤ K ïî÷òè âñþäó íà ãpàíèöå Γ , òî |f(z)| ≤ K
âñþäó â îáëàñòè G (ñì. [41, ãë. III, 16, ï. 2]). Àíàëîãè ýòèõ êëàññè÷åñêèõ
påçóëüòàòîâ ñïpàâåäëèâû è äëß êëàññîâ È.È.Ïpèâàëîâà Nq (q > 1).
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Ñëåäñòâèå 2.6. Åñëè ôóíêöèß f ïpèíàäëåæèò êëàññó Nq (q > 1) è
ôóíêöèß lnq
′
+ |f∗| (q′ > q) èíòåãpèpóåìà íà Γ , òî f ∈ Nq
′
.
Ýòî óòâåpæäåíèå ßâëßåòñß íåïîñpåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì óòâåpæäå-
íèß (2) òåîpåìû 2.1 (ïpèìåíåííîãî â ñëó÷àå ïîêàçàòåëåé q è q′).
Ñëåäñòâèå 2.7. Ïóñòü q > 1 è p > 0. Åñëè f ∈ Nq è |f∗|p èíòåãpèpóåìà
íà Γ , òî f ∈ Hp.
Äîêàçàòåëüñòâî óòâåpæäåíèß âûòåêàåò íåïîñpåäñòâåííî èç òåîpåìû
2.1, ïpèìåíåííîé äëß êëàññà Nq (q > 1) è êëàññà Hp (p > 0) (ñì. òàêæå
çàìå÷àíèß â ïóíêòå 2.1.2). Ñëåäóþùàß òåîpåìà ßâëßåòñß ôîpìàëüíûì
ïåpåíåñåíèåì ïpåäûäóùåãî påçóëüòàòà íà ñëó÷àé p = +∞.
Ñëåäñòâèå 2.8. Åñëè f ∈ Nq (q > 1) è |f∗| ≤ K < +∞ ïî÷òè âñþäó
íà ìíîæåñòâå Γ , òî f îãpàíè÷åíà â îáëàñòè G (òî åñòü f ∈ H∞) è
|f(z)| ≤ K.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè K = 0, òî ñîãëàñíî ãpàíè÷íîé òåîpåìå åäèíñòâåí-
íîñòè (ñì. ïîñëåäíåå óòâåpæäåíèå òåîpåìû 1.11) f ≡ 0 è äîêàçûâàòü íå÷å-
ãî. Åñëè K > 0, òî, ïîäåëèâ ôóíêöèþ f íà K, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî K = 1.
Íî â ýòîì ñëó÷àå lnq+ |f∗| = 0 ïî÷òè âñþäó íà Γ è, ïî óòâåpæäåíèþ (3)
òåîpåìû 2.1, lnq+ |f(z)| = 0 âñþäó â îáëàñòè G, òî åñòü |f(z)| ≤ 1 = K,
z ∈ G.
2.2. Àíàëîã òåîpåìû Ðèññîâ äëß êëàññîâ Nq (q > 1)
2.2.1. Ðàäèàëüíûé âàðèàíò
Êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò Ô. è Ì.Ðèññîâ (ñì. [113]) óòâåðæäàåò, ÷òî äëß
êàæäîé ôóíêöèè f(z) èç ïðîñòðàíñòâà Hp (p > 0) ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî∫
Γ
|f(rγ)− f∗(γ)|p σ(dγ)→ 0 ïðè r → 1−,
êîòîðîå ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàñòßæåíèß fr, fr(z) = f(rz), z ∈ G, 0 ≤ r < 1,
ïðèáëèæàþò ôóíêöèþ f â ìåòpèêå ïðîñòðàíñòâà Hp (ñì. (2.11)). Àíàëî-
ãè÷íîå ñâîéñòâî îêàçûâàåòñß ñïðàâåäëèâûì òàêæå è äëß ôóíêöèé êëàññîâ
Nq (q > 1).
Òåîðåìà 2.9. Ïóñòü q > 1 è ôóíêöèß f ∈ Nq. Òîãäà∫
Γ
lnq
(
1 + |f(rγ)− f∗(γ)|)σ(dγ)→ 0 ïðè r → 1− (2.12)
èëè fr → f ïðè r → 1− ïî ìåòðèêå ρNq , ãäå ôóíêöèè fr, 0 ≤ r < 1, îïðå-
äåëåíû âûøå, à f∗ îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ ðàäèàëüíûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé
(1.29).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó
lnq(1 + |a− b|) ≤ 2q(lnq(1 + |a|) + lnq(1 + |b|)) (2.13)
è ñâîéñòâàì (2) è (6) èç òåîðåìû 2.1, ñåìåéñòâî ôóíêöèé
{lnq(1 + |f(rγ)− f∗(γ)|), γ ∈ Γ}0≤r<1
èìååò ðàâíîñòåïåííî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå èíòåãðàëû íà Γ . Êðîìå òî-
ãî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ðàäèàëüíûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé (1.29) è òåî-
ðåìå 1.11, ïî÷òè âñþäó íà Γ èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü lnq(1 + |fr−f∗|)→ 0
ïðè r → 1−, îòêóäà ñâîéñòâî (2.12) ñëåäóåò íà îñíîâàíèè ñòàíäàðòíîé
òåîðåìû î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà (ñì., íàïðèìåð,
[106, òåîðåìà II.T21]).
Ñëåäñòâèå 2.10. Äëß êàæäîãî q > 1 ìíîãî÷ëåíû ïëîòíû â ìåòpè÷å-
ñêîì ïðîñòðàíñòâå Nq è Nq  ñåïàðàáåëüíî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ïîêàçûâàåò ïðåäûäóùàß òåîðåìà, â ïpîñòpàíñòâå
Nq ïëîòíû ôóíêöèè, ãîëîìîðôíûå â çàìêíóòîé îáëàñòè G. Ïîêàæåì,
÷òî ìíîãî÷ëåíû ðàâíîìåðíî ïëîòíû â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ãîëîìîðôíûõ
ôóíêöèé íà G.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé G = Un. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ãîëî-
ìîðôíîñòè ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå, ôóíêöèß g, ãîëîìîðôíàß â U
n
, îáß-
çàíà áûòü ãîëîìîðôíîé â íåêîòîðîì ïîëèêðóãå RUn = {z ∈ Cn | |z| < R}
äëß íåêîòîðîãî R > 1. Âûáåðåì r, 1 < r < R, è çàìåòèì, ÷òî íà ïîëèêðóãå
rU
n
äëß ôóíêöèè g ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Êîøè
g(z) =
∫
Tn
C∞
(z
r
, ζ
)
g(rζ)σ∞(dζ), |z|∞ < r, (2.14)
ãäå C∞(z, ζ) = (1− z1ζ1)−1 . . . (1− znζn)−1, z ∈ Un, ζ ∈ Tn  ßäðî Êîøè â
ïîëèêðóãå Un (ñì. [116, ãë. I, 1, ï. 2]). Ðàçëàãàß ýòî ßäðî â ðßä ïî ñòåïåíßì
zkζk
C∞
(z
r
, ζ
)
=
∑
k1,...,kn∈Z+
(z1
r
ζ1
)k1
. . .
(zn
r
ζn
)kn
,
çàìåòèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì r > 1 ýòîò ðßä ñõîäèòñß ðàâíîìåðíî ïî
z â U
n
è ïî ζ â Tn è ïîýòîìó
g(z) =
∑
k1,...,kn∈Z+
ck1...knz
k1
1 . . . z
kn
n , |z|∞ ≤ 1, (2.15)
ãäå
ck1...kn =
∫
Tn
g(rζ)
(
ζ1
r
)k1
. . .
(
ζn
r
)kn
σ(dζ)
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 êîýôôèöèåíòû Òåéëîðà ôóíêöèè g è ðßä (2.15) ñõîäèòñß ðàâíîìåðíî â
îáëàñòè U
n
. Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòè÷íûå ñóììû ðßäà (2.15) àïïðîêñèìè-
ðóþò ôóíêöèþ g ðàâíîìåðíî íà U
n
.
Â ñëó÷àå G = Bn âìåñòî (2.14) âîñïîëüçóåìñß àíàëîãè÷íîé ôîðìóëîé
Êîøè äëß øàðà. Âûáèðàß R > 1 òàê, ÷òîáû ôóíêöèß g áûëà ãîëîìîðôíà
â øàðå RBn = {z ∈ Cn | |z|2 < R}, è ïðèìåíßß ê g ôîðìóëó Êîøè â øàðå
rBn, 1 < r < R, èìååì
g(z) =
∫
Sn
C2
(z
r
, ζ
)
g(rζ)σ2(dζ), |z|2 < r,
ãäå C2(z, ζ) = (1 − 〈z, ζ〉)−n, z ∈ Bn, ζ ∈ Sn  ßäðî Êîøè â øàðå Bn
(ñì. [118, ãë. 3, 2, ï. 4]). Ðàçëàãàß ýòî ßäðî â ðßä ïî ñòåïåíßì 〈z, ζ〉
C2
(z
r
, ζ
)
=
∑
k∈Z+
(−1)kCk−n
〈z
r
, ζ
〉k
,
çàìåòèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì r > 1 ýòîò ðßä ñõîäèòñß ðàâíîìåðíî ïî
z â Bn è ïî ζ â Sn  è ïîýòîìó
g(z) =
∑
k∈Z+
Pk(z), |z|2 ≤ 1, (2.16)
ãäå
Pk(z) = (−1)kCk−n
∫
Sn
g(rζ)
〈z
r
, ζ
〉k
σ(dζ)
 îäíîðîäíûå ïîëèíîìû ñòåïåíè k, ïðè÷åì ðßä (2.16) ñõîäèòñß ðàâíî-
ìåðíî â îáëàñòè Bn. ×àñòíûå ñóììû ðßäà (2.16) ïðèáëèæàþò ôóíêöèþ
g ðàâíîìåðíî â îáëàñòè Bn.
Èòàê, â îáîèõ ñëó÷àßõ ïîêàçàíî, ÷òî ëþáàß ôóíêöèß, ãîëîìîðôíàß â
G, ïðèáëèæàåòñß ïîëèíîìàìè êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ ðàâíîìåðíî íà
G. Òàê êàê ðàâíîìåðíàß ñõîäèìîñòü â G ñèëüíåå ñõîäèìîñòè ïî ìåòðèêå
ρNq (â êëàññå ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ âG è íåïðåðûâíûõ íàG), òî îòñþäà
ñëåäóåò ñâîéñòâî ïëîòíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ â ïðîñòðàíñòâå Nq.
Ñåïàðàáåëüíîñòü ïðîñòðàíñòâà Nq ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìíîãî÷ëåíû
îò êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ ñ ïðîèçâîëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ðàâíî-
ìåðíî íà G ïðèáëèæàþòñß ìíîãî÷ëåíàìè ñ êîìïëåêñíî-ðàöèîíàëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè, ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñ÷åòíî. Òåì ñàìûì, ñëåäñòâèå ïîë-
íîñòüþ äîêàçàíî.
2.2.2. Ãðàíè÷íûé âàðèàíò
Ïðèìåíèì äîêàçàííóþ òåîðåìó ê èçó÷åíèþ ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè
îïåðàöèè ñìåùåíèß ôóíêöèè f ∈ Nq âäîëü îêðóæíîñòåé íà Γ .
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Ñëåäñòâèå 2.11. Ïóñòü q > 1 è f ∈ Nq. Òîãäà äëß ôóíêöèé feiθ ,
feiθ (z) = f(e
iθz), z ∈ G, ñïðàâåäëèâî feiθ ∈ Nq, θ ∈ R, è feiθ → f ïî
ìåòðèêå ρNq ïðè θ → 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè ìåðû σ îòíîñèòåëüíî ïðåîáðà-
çîâàíèé Γ âèäà ζ 7→ eiθζ, θ ∈ R, äëß ëþáîé ôóíêöèè f(z), íåïðåðûâíîé â
îáëàñòè G, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫
Γ
lnq
(
1 + |f(rζ)|)σ(dζ) = ∫
Γ
lnq
(
1 + |f(reiθζ)|)σ(dζ), θ ∈ R, 0 ≤ r < 1,
èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè f ∈ Nq (q > 1) è ôóíêöèß feiθ ,
θ ∈ R, îïðåäåëåíà ôîðìóëîé feiθ (z) = f(eiθz), z ∈ G, òî feiθ ∈ Nq è
|feiθ |Nq = |f |Nq (ñì. âûðàæåíèå (1.20) äëß õàðàêòåðèñòèêè |·|Nq ). Ñîãëàñíî
òåîðåìå 2.9, äëß ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñß òàêîå r, 0 ≤ r < 1, ÷òî
|fr − f |Nq < ε/3, ãäå ôóíêöèß fr îïðåäåëåíà ôîðìóëîé fr(z) = f(rz),
z ∈ G. Òîãäà èç íåðàâåíñòâ òðåóãîëüíèêà â ïðîñòðàíñòâå Nq
|f + g|Nq , |fg|Nq ≤ |f |Nq + |g|Nq , f, g ∈ Nq (q > 1), (2.17)
ñïðàâåäëèâûõ â ñèëó íåðàâåíñòâ
ln(1 + a+ b), ln(1 + ab) ≤ ln(1 + a) + ln(1 + b), a, b ≥ 0, (2.18)
íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî â ïðîñòðàíñòâå L q(Γ, σ) è âûðàæåíèß (1.20)
äëß õàpàêòåpèñòèêè | · |Nq , èìååì
|feiθ − f |Nq ≤ |feiθ − (feiθ )r|Nq + |(fr)eiθ − fr|Nq + |fr − f |Nq =
= 2|fr − f |Nq + |(fr)eiθ − fr|Nq <
2ε
3
+ |(fr)eiθ − fr|Nq .
Òàê êàê ôóíêöèß fr ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà â G, òî (fr)eiθ ⇒ fr íà
G ïðè θ → 0 è, çíà÷èò, (fr)eiθ → fr ïðè θ → 0 ïî ìåòðèêå ρNq .
Ïîýòîìó íàéäåòñß òàêîå δ > 0, ÷òî ïðè âñåõ θ ∈ R, |θ| < δ, âûïîëíåíî
|(fr)eiθ − fr|Nq < ε/3. Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè |θ| < δ âûïîëíåíî
|feiθ − f |Nq < ε. Ñëåäîâàòåëüíî, feiθ → f ïðè θ → 0 ïî ìåòðèêå ρNq .
Çàìå÷àíèå 2.12. Óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèß 2.11 îñòàíåòñß ñïðàâåäëèâûì,
åñëè âìåñòî ïðåîáðàçîâàíèé ñìåùåíèé âäîëü îêðóæíîñòåé ðàññìîòðåòü
ïðåîáðàçîâàíèß Γ áîëåå îáùåãî âèäà  óíèòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèß â ñëó-
÷àå øàðà è ïðåîáðàçîâàíèß òèïà ïåðåñòàíîâîê êîîðäèíàò è âðàùåíèé ïî
êàæäîé èç íèõ â ñëó÷àå ïîëèêðóãà. Îäíàêî òî÷íûå ôîðìóëèðîâêè ðå-
çóëüòàòîâ â ýòîì ñëó÷àå òðåáóþò ââåäåíèß òîïîëîãèè íà ýòèõ ìíîæåñòâàõ
ïðåîáðàçîâàíèé.
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2.2.3. Îáùèé ñëó÷àé
Îáúåäèíßß ðåçóëüòàòû ïóíêòîâ 2.2.1 è 2.2.2, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.
Ñëåäñòâèå 2.13. Ïóñòü q > 1 è f ∈ Nq. Åñëè ôóíêöèè fζ , ζ ∈ U , îïðå-
äåëåíû â âèäå fζ(z) = f(ζz), z ∈ G, òî fζ → f ïî ìåòðèêå ρNq , êîãäà
ζ → 1, îñòàâàßñü â êðóãå U .
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ζ = reiθ, 0 ≤ r ≤ 1, θ ∈ R, |θ| ≤ pi, òî,
èñïîëüçóß íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà (2.17) â ïðîñòðàíñòâå Nq, èìååì
|fζ − f |Nq ≤ |freiθ − fr|Nq + |fr − f |Nq ≤ |feiθ − f |Nq + |fr − f |Nq (â ïî-
ñëåäíåì íåðàâåíñòâå òàêæå èñïîëüçîâàëîñü ñîîòíîøåíèå |fr|Nq ≤ |f |Nq ,
f ∈ Nq, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùåå èç âûðàæåíèß (1.20) äëß õàðàêòåðè-
ñòèêè | · |Nq ). Êîãäà ζ → 1, îñòàâàßñü â åäèíè÷íîì êðóãå U , òî r → 1,
0 ≤ r ≤ 1, è θ → 0. Ïî òåîðåìå 2.9 è ñëåäñòâèþ 2.11 èç íåå, ïîëó÷àåì
|fζ − f |Nq → 0 ïðè ζ → 1, ζ ∈ U . Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
Çàìå÷àíèå 2.14. Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [44] è âîøëè â
äèññåðòàöèþ [46].

3Ïpîñòpàíñòâà È.È.Ïpèâàëîâà
êàê F -ïpîñòpàíñòâà
Â ãëàâå èçó÷àþòñß ñâîéñòâà êëàññîâ Ïpèâàëîâà êàê ëèíåéíûõ è ìåòpè-
÷åñêèõ ïpîñòpàíñòâ. Äîêàçàíî, ÷òî ïpè êàæäîì q > 1 êëàññûNq ñîñòàâëß-
þò F -àëãåápû îòíîñèòåëüíî ìåòpèêè ρNq . Ïîëó÷åíû ïîëíûå õàpàêòåpè-
ñòèêè îãpàíè÷åííûõ è âïîëíå îãpàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ â ýòèõ F -àëãåápàõ.
3.1. Ðàâíîìåðíàß îöåíêà ðîñòà ôóíêöèé
êëàññîâ Nq (q > 1)
Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà íîñßò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð. Çäåñü
óñòàíàâëèâàþòñß ðàâíîìåðíûå îöåíêè ðîñòà ôóíêöèé êëàññîâ Nq, êî-
òîðûå èñïîëüçóþòñß â ïàðàãðàôå 3.2 è äàëåå ïpè óñòàíîâëåíèè ñâîéñòâ
F -ïðîñòðàíñòâà äëß êëàññîâ Nq (q > 1).
3.1.1. O-îöåíêà ðàâíîìåðíîãî ðîñòà
Òåîðåìà 3.1. Äëß êàæäîé ôóíêöèè f(z) êëàññà Nq (q ≥ 1) ñïðàâåäëèâà
îöåíêà
ln(1 + |f(z)|) ≤
(
1 + |z|
1− |z|
)n/q
|f |Nq , z ∈ G. (3.1)
Çàìå÷àíèå 3.2. Â ñëó÷àå q > 1, n = 1 è íåìíîãî îòëè÷íîé ôîðìå ýòà
òåîðåìà áûëà äîêàçàíà â ñòàòüå [107, íåðàâåíñòâî (2)].
Ñëåäñòâèå 3.3. Ñâîéñòâà ñõîäèìîñòè è ôóíäàìåíòàëüíîñòè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâ N q (q ≥ 1) ñèëüíåå ñâîéñòâ ðàâíî-
ìåðíîé ñõîäèìîñòè è ðàâíîìåðíîé ôóíäàìåíòàëüíîñòè íà êîìïàêòàõ
âíóòðè G ñîîòâåòñòâåííî.
42 3. Ïpîñòpàíñòâà È.È.Ïpèâàëîâà êàê F -ïpîñòpàíñòâà
Äîêàçàòåëüñòâî (ñëåäñòâèß). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü, íàïðèìåð, ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü (fk)k∈N ñîäåðæèòñß â Nq (q ≥ 1) è ôóíäàìåíòàëüíà îòíîñè-
òåëüíî ìåòðèêè ρNq . Ñîãëàñíî ïîñëåäíåé òåîðåìå ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî
ln(1 + |fk(z)− fl(z)|) ≤
(
1 + |z|
1− |z|
)n/q
|fk − fl|Nq , z ∈ G, k, l ∈ N,
êîòîðîå è ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé (fk) ôóíäàìåí-
òàëüíà ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîìïàêòå K èç G, ïðè÷åì
max
z∈K
|fk(z)− fl(z)| ≤ exp[CK |fk − fl|Nq ]− 1,
ãäå ïîñòîßííàß CK = max
z∈K
[(1 + |z|)/(1− |z|)]n/q êîíå÷íà è çàâèñèò òîëüêî
îò K, n è q. Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñß ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîãî óòâåð-
æäåíèß ñëåäñòâèß.
Äîêàçàòåëüñòâî (òåîðåìû). Îòìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ïðè q ≥ 1 ôóíêöèß
lnq(1 + |f(z)|) ïëþðèñóáãàðìîíè÷íà â G äëß âñßêîé ãîëîìîðôíîé òàì
ôóíêöèè f(z) (ñì. ïóíêò 2.1.2 îòíîñèòåëüíî ñëó÷àß q = 1 è äîêàçàòåëüñòâî
ñëåäñòâèß 2.3 èç òîãî æå ïóíêòà îòíîñèòåëüíî ñëó÷àß q > 1). Ñîãëàñíî
ðåçóëüòàòó Ì.Ñòîëëà (ñì. [130, ëåììà 2a]), íåðàâåíñòâî
lnq(1 + |f(z)|) ≤
∫
Γ
P
( z
R
, ζ
)
lnq(1 + |f(Rζ)|)σ(dζ)
âûïîëíßåòñß äëß ëþáîãî ðàäèóñà R, 0 ≤ R < 1, è ëþáîé òî÷êè z ∈ G,
|z| < R. Èñïîëüçóß îöåíêó (2.5) ßäðà Ïóàññîíà P , èìååì íåðàâåíñòâî
lnq(1 + |f(z)|) ≤
(
R+ |z|
R− |z|
)n ∫
Γ
lnq(1 + |f(Rζ)|)σ(dζ), |z| < R < 1. (3.2)
Çàìåíßß èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íà |f |qNq
(ñì. âûðàæåíèå (1.20) äëß | · |Nq ) è ïåðåõîäß ê ïðåäåëó ïðè R → 1−,
ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî
lnq(1 + |f(z)|) ≤
(
1 + |z|
1− |z|
)n
|f |qNq , z ∈ G,
ðàâíîñèëüíîå èñêîìîìó (3.1).
3.1.2. o-îöåíêà ðàâíîìåðíîãî ðîñòà
Òåîðåìà 3.4. Åñëè q > 1 è ôóíêöèß f(z) ïðèíàäëåæèò êëàññó Nq, òî
ln+ |f(z)| = o
(
1 + |z|
1− |z|
)n/q
ïðè |z| → 1− . (3.3)
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Çàìå÷àíèå 3.5. Äàííàß òåîðåìà ßâëßåòñß ìíîãîìåðíûì îáîáùåíèåì òåî-
ðåìû 1.6.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñß óòâåðæäåíèåì (3) òåîðåìû 2.1, ñîãëàñíî
êîòîðîìó ôóíêöèß lnq+ |f∗| èíòåãðèðóåìà íà Γ . Òîãäà èíòåãðàë Ëåáåãà
ýòîé ôóíêöèè àáñîëþòíî íåïðåðûâåí è, ñëåäîâàòåëüíî, äëß ëþáîãî ε > 0
íàéäåòñß òàêîå δ > 0, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî E ⊆ Γ σ-èçìåðèìî è èìååò
ìåðó σE < δ, òî ∫
E
lnq+ |f∗(γ)|σ(dγ) < εq.
Ïðèìåíßß ê ìíîæåñòâó Ek = {γ ∈ Γ | ln+ |f∗(γ)| ≥ k}, k ∈ N, íåðàâåíñòâî
×åáûøåâà
σEk ≤ 1
kq
∫
Γ
lnq+ |f∗(γ)|σ(dγ), k ∈ N,
âèäèì, ÷òî äëß âûáðàííîãî δ > 0 âñåãäà ìîæíî íàéòè òàêîå K ∈ N,
÷òî σEK < δ. Ðàçîáüåì èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (2.1) íà
ñóììó èíòåãðàëîâ ïî ìíîæåñòâó EK è ïî äîïîëíåíèþ ê ýòîìó ìíîæåñòâó
(îòíîñèòåëüíî Γ ). Èñïîëüçóß îöåíêó (2.5) è îïðåäåëåíèå ÷èñåë δ è K,
èìååì
lnq+ |f(z)| ≤
∫
Γ
P (z, γ) lnq+ |f∗(γ)|σ(dγ) =
=
( ∫
EK
+
∫
Γ\EK
)
P (z, γ) lnq+ |f∗(γ)|σ(dγ) ≤
≤
(
1 + |z|
1− |z|
)n ∫
EK
lnq+ |f∗(γ)|σ(dγ)+
+Kq
∫
Γ\EK
P (z, γ)σ(dγ) <
(
1 + |z|
1− |z|
)n
εq +Kq, z ∈ G,
ãäå â ïîñëåäíåé ñòðîêå áûëî èñïîëüçîâàíî ñâîéñòâî íîðìèðîâàííîñòè
(2.9) ßäðà Ïóàññîíà P . Èçâëåêàß èç îáåèõ ÷àñòåé ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà
êîðåíü q-îé ñòåïåíè è âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì
(a+ b)1/q ≤ a1/q + b1/q, a, b ≥ 0, q ≥ 1, (3.4)
ïîëó÷èì
ln+ |f(z)| ≤ ε
(
1 + |z|
1− |z|
)n/q
+K, z ∈ G,
ãäå ÷èñëî K, âîîáùå ãîâîðß, çàâèñèò îò ε.
Òàê êàê ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëß ëþáîãî ε > 0, òî
ln+ |f(z)| = o ((1 + |z|)/(1− |z|))n/q ïðè |z| → 1−, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêà-
çàòü.
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Îòìåòèì, ÷òî âòîðàß òåîðåìà íàñòîßùåãî ïàðàãðàôà äàåò áîëåå ñèëü-
íóþ îöåíêó ðàâíîìåðíîãî ðîñòà äëß ôóíêöèé êëàññà Nq (q > 1), ÷åì
ïåðâàß, íî ýòà îöåíêà èìååò ìåíåå ßâíûé õàðàêòåð.
3.2. F -ïðîñòðàíñòâà Nq (q > 1)
3.2.1. Êëàññû Nq (q > 1) êàê F -ïðîñòðàíñòâà
Ñëåäóþùàß òåîðåìà îáîáùàåò íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé ðåçóëüòàò
Ì.Ñòîëëà (ñì. ïóíêò 1.1.2) è ßâëßåòñß îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ
äàííîé ãëàâû.
Òåîðåìà 3.6. Êëàññû Nq ïðè q > 1 ßâëßþòñß F -ïðîñòðàíñòâàìè îò-
íîñèòåëüíî ìåòðèêè ρNq , ïðè÷åì ñõîäèìîñòü ïî ìåòðèêå ρNq ñèëüíåå
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ âíóòðè G.
Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû äîêàçàòü ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû, íåîáõî-
äèìî ïðîâåðèòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà (ñð. [2, ðàçä. III]):
(0)Nq (q > 1)  ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî;
(1) ρNq (f, g) = ρNq (f − g , 0) äëß ëþáûõ f è g èç Nq (èíâàðèàíòíîñòü
îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ);
(2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (αfk) ñõîäèòñß ê íóëþ ïî ìåòðèêå ρNq , åñëè α ∈ C
è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fk) ⊂ Nq ñõîäèòñß ê íóëþ ïî ìåòðèêå ρNq
(íåïðåðûâíîñòü óìíîæåíèß íà ñêàëßð ïî âåêòîðíîìó àðãóìåíòó â íó-
ëå);
(3) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (αkf) ñõîäèòñß ê íóëþ ïî ìåòðèêå ρNq , åñëè ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü (αk) ⊂ C áåñêîíå÷íî ìàëàß è ôóíêöèß f ∈ Nq (íåïðå-
ðûâíîñòü óìíîæåíèß íà ñêàëßð ïî ñêàëßðíîìó àðãóìåíòó â íóëå);
(4) ïðîñòðàíñòâî Nq ïîëíî îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρNq .
Ñâîéñòâî (0) çàìêíóòîñòè êëàññà Nq (q > 1) îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé
ñëîæåíèß è óìíîæåíèß ôóíêöèé ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà
(2.17) â ïðîñòðàíñòâå Nq.
Ñâîéñòâî (1) ñëåäóåò ïðßìî èç îïðåäåëåíèß (1.24) ìåòðèêè ρNq ÷åðåç
õàpàêòåpèñòèêó | · |Nq .
Ñâîéñòâî (2) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà
|αf |Nq ≤ max(1, |α|)|f |Nq , f ∈ Nq, α ∈ C, (3.5)
ñïðàâåäëèâîãî â ñèëó íåðàâåíñòâà
ln(1 + αa) ≤ max(1, α) ln(1 + a), α, a ≥ 0, (3.6)
è âûðàæåíèß (1.20) äëß õàpàêòåpèñòèêè |·|Nq . Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü α ∈ C
è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fk)k∈N ⊂ Nq ñõîäèòñß ê íóëþ ïpîñòpàíñòâà Nq
ïî ìåòðèêå ρNq . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî |fk|Nq = ρNq (fk, 0) → 0 ïðè k → ∞.
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Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó (3.5), îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî
ρNq (αfk, 0) = |αfk|Nq ≤ max(1, |α|)|fk|Nq → 0 ïðè k → ∞, òî åñòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü (αfk) ñõîäèòñß ê íóëþ ïî ìåòðèêå ρNq .
Äëß äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâà (3) âîñïîëüçóåìñß âûðàæåíèåì (2.10)
äëß õàpàêòåpèñòèêè | · |Nq , ñïðàâåäëèâûì òîëüêî ïðè q > 1. Åñëè ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü (αk)k∈N ⊂ C ñõîäèòñß ê íóëþ, òî äëß íåêîòîðîãî íîìåðà
K ∈ N áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |αk| ≤ 1, k ≥ K. Ñëåäîâàòåëüíî, äëß
ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Nq (q > 1) áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
lnq(1 + |αkf∗(γ)|) ≤ lnq(1 + |f∗(γ)|), γ ∈ Γ, k ≥ K.
Òàê êàê ôóíêöèß lnq(1 + |f∗|) èíòåãðèðóåìà íà Γ (ñâîéñòâî (2) èç
òåîðåìû 2.1, ñì. òàêæå ïóíêò 2.1.2), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ
ôóíêöèé {lnq(1 + |αkf∗(γ)|), γ ∈ Γ}k∈N èìååò èíòåãðèðóåìóþ ìàæîðàí-
òó íà Γ . Êðîìå òîãî, ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñß ïî÷òè âñþäó íà
Γ ê íóëåâîé ôóíêöèè, ïîñêîëüêó αk → 0 ïðè k → ∞. Â ñèëó ïðåäåëü-
íîé òåîðåìû Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè (ñì. [29, ãë.V, 5, ï. 5,
òåîpåìà 6]),
|αkf |Nq =
[∫
Γ
lnq(1 + |αkf∗(γ)|)σ(dγ)
]1/q
→ 0 ïðè k →∞,
òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (αkf) ñõîäèòñß ê íóëþ ïpîñòpàíñòâà Nq ïî
ìåòðèêå ρNq .
Ñâîéñòâî (4). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fk)k∈N ⊂ Nq ôóíäàìåíòàëü-
íà ïî ìåòðèêå ρNq . Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.3, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fk) ôóí-
äàìåíòàëüíà ïî ìåòðèêå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ âíóòðè
G è ïîýòîìó ðàâíîìåðíî ñõîäèòñß íà ëþáîì êîìïàêòå èç G ê íåêîòîðîé
ïðåäåëüíîé ôóíêöèè f(z), êîòîðàß ãîëîìîðôíà â G ïî ïåpâîé ïðåäåëü-
íîé òåîðåìå Âåéåðøòðàññà. Ïîêàæåì, ÷òî f ∈ Nq è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(fk) ñõîäèòñß ê ôóíêöèè f ïî ìåòðèêå ρNq . Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ñâîé-
ñòâó ôóíäàìåíòàëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fk), äëß ëþáîãî ε > 0 ñó-
ùåñòâóåò òàêîå K ∈ N, ÷òî ïðè âñåõ k, l ≥ K âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
|fk − fl|Nq = ρNq (fk, fl) ≤ ε. Èç âûðàæåíèß (1.20) ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå äëß êàæäîãî r, 0 ≤ r < 1, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî[∫
Γ
lnq(1 + |fk(rγ)− fl(rγ)|)σ(dγ)
]1/q
≤ ε. (3.7)
Òàê êàê ñõîäèìîñòü (fk) ê f ðàâíîìåðíà íà ëþáîì êîìïàêòå âíóòðè G, òî
fl(rγ)⇒ f(rγ) íà Γ äëß êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî r, 0 ≤ r < 1. Ïåðåõîäß
â íåðàâåíñòâå (3.7) ê ïðåäåëó ïðè l → ∞ ïðè ôèêñèðîâàííûõ 0 ≤ r < 1
è k ≥ K, èìååì[∫
Γ
lnq(1 + |fk(rγ)− f(rγ)|)σ(dγ)
]1/q
≤ ε.
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Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ |fk − f |Nq ≤ ε (ñì. âû-
ðàæåíèå (1.20)), èç êîòîðîãî, íà îñíîâàíèè ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè êëàññîâ
Nq, ñëåäóåò, ÷òî f ∈ Nq. Áîëåå òîãî, èç ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé ßñíî,
÷òî äëß ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñß òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî K, ÷òî ïðè k ∈ N
è k ≥ K áóäåò âûïîëíåíî ρNq (fk, f) = |fk−f |Nq ≤ ε. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò,
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fk) ñõîäèòñß ê ôóíêöèè f ïî ìåòðèêå ρNq è, òåì
ñàìûì, ïîëíîòà ïðîñòðàíñòâà Nq äîêàçàíà.
Òàêèì îáðàçîì, äëß êëàññà Nq (q > 1) âûïîëíåíû âñå ñâîéñòâà
F -ïðîñòðàíñòâà è ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî. Âòîðîå óòâåð-
æäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî ðàíåå, â ñëåäñòâèè 3.3. Ýòèì òåîðåìà ïîëíî-
ñòüþ äîêàçàíà.
3.2.2. Êëàññû Nq (q > 1) êàê F -àëãåáðû
Ñëåäóß Ì.Ñòîëëó (ñì. [132, òåîðåìà 4.2]), óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïðåäû-
äóùåãî ïóíêòà ìîæíî óñèëèòü.
Òåîðåìà 3.7. Êëàññ Nq ïðè ëþáîì q > 1 ßâëßåòñß F -àëãåáðîé îòíîñè-
òåëüíî ìåòðèêè ρNq , òî åñòü â F -ïðîñòðàíñòâå N
q, q > 1, ìîæíî ââå-
ñòè àëãåáðàè÷åñêóþ îïåðàöèþ óìíîæåíèß, íåïðåðûâíóþ îòíîñèòåëüíî
ìåòðèêè ρNq è ïðåâðàùàþùóþ ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî N
q â àëãåáðó.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, F -ïðîñòðàíñòâî
Nq, q > 1, ßâëßåòñß ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì C. Êðîìå òîãî, â
äîêàçàòåëüñòâå óïîìßíóòîé òåîðåìû áûëî óñòàíîâëåíî ñâîéñòâî çàìêíó-
òîñòè ïðîñòðàíñòâà Nq îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïîòî÷å÷íîãî óìíîæåíèß
ôóíêöèé. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðßåòñß, ÷òî ââåäåííàß îïåðàöèß óìíî-
æåíèß âìåñòå ñ îïåðàöèßìè ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðåâðàùàåò åãî â
ôóíêöèîíàëüíóþ àëãåáðó. Òàêèì îápàçîì, îñòàåòñß ëèøü ïðîâåðèòü, ÷òî
îïåðàöèß óìíîæåíèß ôóíêöèé â Nq íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè
ρNq .
Äëß ýòîãî çàìåòèì, ÷òî äëß ëþáûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôóíêöèé
(fk)k∈N è (gk)k∈N èç Nq è ëþáûõ ôóíêöèé f , g ∈ N q ðàçíîñòü fkgk − fg
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå fkgk−fg = (fk−f)(gk−g)+f(gk−g)+g(fk−f),
k ∈ N. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâàì (2.17), èìååì
|fkgk − fg|Nq ≤ |fk − f |Nq + |gk − g|Nq + |f(gk − g)|Nq + |g(fk − f)|Nq .
Ïîýòîìó, ÷òîáû äîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü óìíîæåíèß ïî ñîâîêóïíîñòè àð-
ãóìåíòîâ (òî åñòü ÷òî fkgk → fg ïî ìåòðèêå ρNq , åñëè fk → f è gk → g ïî
ìåòðèêå ρNq ), äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî îïåpàöèß óìíîæåíèß íåïðåðûâíà
ïî êàæäîìó àðãóìåíòó â îòäåëüíîñòè (òî åñòü ÷òî fkg → fg è fgk → fg ïî
ìåòðèêå ρNq , åñëè fk → f è gk → g ïî ìåòðèêå ρNq ). Ïðîâåðèì, íàïðèìåð,
íåïðåðûâíîñòü óìíîæåíèß ïî âòîðîìó àðãóìåíòó, îòêóäà, â ñèëó êîììó-
òàòèâíîñòè óìíîæåíèß, áóäåò ñëåäîâàòü åãî íåïðåðûâíîñòü è ïî ïåðâîìó
àðãóìåíòó. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè f ∈ Nq è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (gk)k∈N ⊂ Nq
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ñõîäèòñß ê ôóíêöèè g ∈ Nq ïî ìåòðèêå ρNq , òî fgk → fg ïî ìåòðè-
êå ρNq . Äëß ýòîãî âîñïîëüçóåìñß âûðàæåíèåì (2.10) äëß õàpàêòåpèñòèêè
|f(gk − g)|Nq , k ∈ N:
|f(gk − g)|Nq =
[∫
Γ
lnq(1 + |f∗(γ)(g∗k(γ)− g∗(γ))|)σ(dγ)
]1/q
. (3.8)
Òàê êàê ôóíêöèß lnq(1 + |f∗|) èíòåãðèðóåìà íà Γ (ñâîéñòâî (2)
òåîðåìû 2.1), òî åå èíòåãðàë àáñîëþòíî íåïðåðûâåí, êàê ôóíêöèß ìíî-
æåñòâ, îòíîñèòåëüíî ìåðû σ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëß ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñß
òàêîå δ > 0, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî E σ-èçìåðèìî è èìååò ìåðó σE < δ, òî[∫
E
lnq(1 + |f∗(γ)|)σ(dγ)
]1/q
< ε.
Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó ×åáûøåâà, äëß ìåðû σ-èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà
El = {γ ∈ Γ | |f∗(γ)| ≥ l}, l ∈ N, ñïðàâåäëèâà îöåíêà
σEl ≤ 1
lnq(1 + l)
∫
Γ
lnq(1 + |f∗(γ)|)σ(dγ).
Âûáèðàß äëß ÷èñëà δ > 0 òàêîå íàòóðàëüíîå L, ÷òîáû σEL áûëî ìåíüøå
δ, ïîëó÷èì [ ∫
EL
lnq(1 + |f∗(γ)|)σ(dγ)
]1/q
< ε.
Íàêîíåö, äëß âûáðàííîãî L ∈ N íàéäåì òàêîé íîìåð K ∈ N, ÷òî ïðè
k ≥ K áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (1 + L)|gk − g|Nq < ε (âûáîð òàêîãî
K âîçìîæåí â ñèëó ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (gk) ê g ïî ìåòðèêå
ρNq ). Ïðîèçâåäåì îöåíêó âûpàæåíèß (3.8), ñ÷èòàß, ÷òî k ≥ K è ÷èñëà
K, L è δ áûëè âûáðàíû âûøå. Èìååì
|f(gk − g)|Nq ≤
[ ∫
EL
lnq
(
1 + |f∗(γ)(g∗k(γ)− g∗(γ))|
)
σ(dγ)
]1/q
+
+
[ ∫
Γ\EL
lnq
(
1 + |f∗(γ)(g∗k(γ)− g∗(γ))|
)
σ(dγ)
]1/q
≤
≤
[ ∫
EL
lnq
(
1 + |f∗(γ)|)σ(dγ)]1/q + [ ∫
EL
lnq
(
1 + |g∗k(γ)− g∗(γ)|
)
σ(dγ)
]1/q
+
+L
[ ∫
Γ\EL
lnq
(
1 + |g∗k(γ)− g∗(γ)|
)
σ(dγ)
]1/q
<
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< ε+ |gk − g|Nq + L|gk − g|Nq = ε+ (1 + L)|gk − g|Nq < 2ε,
ãäå òàêæå èñïîëüçîâàëèñü íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî è íåðàâåíñòâà (3.4),
(2.18) è (3.6).
Èòàê, äëß ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñß òàêîå K ∈ N, ÷òî ïðè âñåõ íàòó-
ðàëüíûõ k ≥ K âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |fgk−fg|Nq < 2ε. Ýòî è îçíà÷àåò,
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fgk) ñõîäèòñß ê ôóíêöèè fg ïî ìåòðèêå ρNq .
Íåïðåðûâíîñòü óìíîæåíèß ôóíêöèé (à âìåñòå ñ íåé è âñß òåîðåìà) äîêà-
çàíà.
Çàìå÷àíèå 3.8. Îáû÷íî íåïðåðûâíîñòü îïåðàöèè óìíîæåíèß ïî ñîâîêóï-
íîñòè ïåðåìåííûõ âûâîäßò èç íåïðåðûâíîñòè ïî êàæäîìó ïåðåìåííîìó,
èñïîëüçóß ïðèíöèï ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè, ñïðàâåäëèâûé äëß ïðî-
èçâîëüíûõ F -ïðîñòðàíñòâ (ñì. [66, ãë. II, 1, òåîðåìû 11 è 12]). Ïðèâåäåííîå
äîêàçàòåëüñòâî íå òîëüêî íå èñïîëüçóåò ýòîãî ãëóáîêîãî ðåçóëüòàòà ôóíê-
öèîíàëüíîãî àíàëèçà, íî òàêæå êîðî÷å è ïðîùå, ÷åì òðàäèöèîííîå. Äëß
÷àñòíîãî ñëó÷àß n = 1 äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â ñòàòüå [132].
3.3. Îãpàíè÷åííûå è âïîëíå îãpàíè÷åííûå ìíîæåñòâà
â Nq (q > 1)
3.3.1. Îãðàíè÷åííûå ïîäìíîæåñòâà Nq (q > 1)
Êàê ïîêàçûâàåò òåîðåìà 3.6, êëàññû È.È.Ïðèâàëîâà Nq ïðè êàæ-
äîì q > 1 îáðàçóþò F -ïðîñòðàíñòâà îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρNq è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ßâëßþòñß ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè (ñì. [2,
çàìå÷àíèß ê 1 ðàçä. IV â êîíöå êíèãè] èëè [66, ãë. II, 1, òåîðåìà 12]).
Íàïîìíèì, ÷òî ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêèì íàçûâàåòñß ëèíåéíîå ïðîñòðàí-
ñòâî c òîïîëîãèåé, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ëèíåéíûå îïåðàöèè íåïðåðûâ-
íû. Â ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ èçó÷àåòñß âàæíîå ïîíß-
òèå îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâ, êîòîðîå äàæå â ÷àñòíîì ñëó÷àå ëèíåéíî-
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà îòëè÷íî îò îáùåïðèíßòîãî òàì ïîíßòèß
îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà ïî ìåòðèêå. Ìíîæåñòâî X èç ëèíåéíî-
òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà E íàçûâàåòñß îãðàíè÷åííûì, åñëè äëß ëþ-
áîé îêðåñòíîñòè íóëß U ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî α0 > 0, ÷òî äëß âñåõ α ∈ C
ñ |α| ≤ α0 âûïîëíåíî αX ⊆ U .
Òåîðåìà 3.9. Ïîäìíîæåñòâî X ïðîñòðàíñòâà Nq (q > 1) ßâëßåòñß
îãðàíè÷åííûì (â óêàçàííîì âûøå ñìûñëå) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
(1)X  îãðàíè÷åíî ïî ìåòðèêå ρNq ;
(2) ñåìåéñòâî ôóíêöèé {lnq+ |f∗(γ)|, γ ∈ Γ}f∈X , ãäå f∗ îáîçíà÷àåò ôóíê-
öèþ ðàäèàëüíûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé (1.29), èìååò ðàâíîñòåïåííî àá-
ñîëþòíî íåïðåðûâíûå èíòåãðàëû íà Γ .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé (1) è (2).
(1) Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ 1-îêðåñòíîñòü íóëß â ïðîñòðàíñòâåNq, òî
åñòü åäèíè÷íûé øàð B(0, 1) = {f ∈ Nq | ρNq (f, 0) < 1}. Ñîãëàñíî óñëîâèþ
îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà X, ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî α0 > 0, ÷òî åñëè
α ∈ C, |α| ≤ α0, è f ∈ X, òî αf ∈ B(0, 1). Ïîëàãàß α = α0, ïîëó÷èì
|α0f |Nq < 1 äëß âñåõ f ∈ X. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó
|αf |Nq ≥ min(1, |α|)|f |Nq , α ∈ C, f ∈ Nq,
âûòåêàþùåìó èç ýëåìåíòàðíîãî íåðàâåíñòâà
ln(1 + αa) ≥ min(1, α) ln(1 + a), α, a ≥ 0,
è âûðàæåíèß (1.20) äëß |·|Nq , èìååì |α0f |Nq ≥ min(1, α0)|f |Nq . Îáúåäèíßß
ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà â îäíî, ïðèõîäèì ê îöåíêå |f |Nq ≤ max(1, 1/α0)
äëß âñåõ f ∈ X. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî X îãðàíè÷åíî â Nq îò-
íîñèòåëüíî õàpàêòåpèñòèêè | · |Nq è, ñëåäîâàòåëüíî, îíî îãðàíè÷åíî ïî
ìåòðèêå ρNq .
(2) Äëß ïðîèçâîëüíîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε > 0 ðàññìîòðèì ñòàí-
äàðòíóþ ε1/q/2-îêðåñòíîñòü íóëß ïðîñòðàíñòâà Nq, òî åñòü øàð
B
(
0, ε1/q/2
)
= {f ∈ Nq | ρNq (f, 0) < ε1/q/2}. Ñîãëàñíî óñëîâèþ îãðà-
íè÷åííîñòè ìíîæåñòâà X, äëß ýòîãî øàðà íàéäåòñß òàêîå ÷èñëî α0 > 0,
÷òî αX ⊆ B(0, ε1/q/2) äëß âñåõ α ∈ C, |α| ≤ α0. Âîñïîëüçóåìñß âûðàæå-
íèåì (2.10) äëß õàpàêòåpèñòèêè | · |Nq ôóíêöèè f ∈ Nq äëß òîãî, ÷òîáû
îöåíèòü èíòåãðàë îò ôóíêöèè lnq+ |f∗| ïî ìíîæåñòâó E ⊆ Γ , êîòîðîå ïðåä-
ïîëàãàåòñß σ-èçìåðèìûì. Òîãäà
[∫
E
lnq+ |f∗(γ)|σ(dγ)
]1/q
≤
[∫
E
lnq(1 + |f∗(γ)|)σ(dγ)
]1/q
≤
≤
[∫
E
lnq(1 + 1/α0)σ(dγ)
]1/q
+
[∫
E
lnq(1 + |α0f∗(γ)|)σ(dγ)
]1/q
≤
≤ ln(1 + 1/α0)(σE)1/q + |α0f |Nq ,
ãäå òàêæå èñïîëüçîâàëèñü ýëåìåíòàðíîå íåðàâåíñòâî (2.18) è íåðàâåíñòâî
òðåóãîëüíèêà â ïðîñòðàíñòâåL q(E, σ). Ñîãëàñíî âûáîðó α0, äëß ôóíêöèé
f ∈ X âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |α0f |Nq < ε1/q/2 è ïîýòîìó∫
E
lnq+ |f∗(γ)|σ(dγ) < ε, f ∈ X, (3.9)
åñëè ìíîæåñòâî E èìååò ìåðó σE < ε/(2 ln(1 + 1/α0))q. Òàê êàê íåðàâåí-
ñòâî (3.9) ñïðàâåäëèâî äëß ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 (ïðè óêàçàííîì îãðàíè-
÷åíèè íà ìíîæåñòâî E), òî èíòåãðàëû ñåìåéñòâà ôóíêöèé {lnq+ |f∗|}f∈X
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ðàâíîñòåïåííî àáñîëþòíî íåïðåðûâíû îòíîñèòåëüíî ìåðû σ è, òàêèì îá-
ðàçîì, íåîáõîäèìîñòü óñëîâèß (2) òåîðåìû ïîêàçàíà.
Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé (1) è (2). ×òîáû äîêàçàòü îãðàíè÷åííîñòü
ìíîæåñòâàX â ïðîñòðàíñòâåNq, íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëß ëþáîé îêðåñò-
íîñòè íóëß U ïðîñòðàíñòâà Nq ìîæíî íàéòè òàêîå α0 > 0, ÷òî αX ⊆ U
äëß âñåõ α ∈ C, |α| ≤ α0. Ïîñêîëüêó ëþáàß îêðåñòíîñòü íóëß U ñîäåðæèò
øàð B(0, ε) = {f ∈ Nq | ρNq (f, 0) < ε} íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî ðàäè-
óñà ε > 0, òî óòâåðæäåíèå äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëß U = B(0, ε), ε > 0.
Âûáðàâ ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε è èñïîëüçóß óñëîâèå
(1), íàéäåì òàêóþ êîíå÷íóþ ïîñòîßííóþ C ≥ 0, ÷òî |f |Nq ≤ C äëß
âñåõ f ∈ X. Ïî íåðàâåíñòâó ×åáûøåâà, äëß ìåðû êàæäîãî ìíîæåñòâà
Ek = {γ ∈ Γ | |f∗(γ)| ≥ k}, k ∈ N, f ∈ X, ñïðàâåäëèâà îöåíêà
σEk ≤ 1
lnq(1 + k)
∫
Γ
lnq(1 + |f∗(γ)|)σ(dγ) = |f |
q
Nq
lnq(1 + k)
≤ C
q
lnq(1 + k)
.
(3.10)
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî óñëîâèþ (2), äëß ïðîèçâîëüíîãî ε > 0
íàéäåòñß òàêîå δ > 0, ÷òî åñëè σ-èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊆ Γ èìååò
ìåðó σE < δ, òî∫
E
lnq(1 + |f∗(γ)|)σ(dγ) <
(ε
2
)q
, f ∈ X (3.11)
(íà ñàìîì äåëå, â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íà îñíîâàíèè óñëî-
âèß (2) ïîäûíòåãðàëüíàß ôóíêöèß èìååò âèä lnq+ |f∗(γ)|, íî â ñèëó íåðà-
âåíñòâà
lnq(1 + |t|) ≤ 2q(lnq 2 + lnq+ |t|), q ≥ 0, (3.12)
åå ìîæíî çàìåíèòü íà lnq(1 + |f∗(γ)|), åñëè íåîáõîäèìî, óìåíüøèâ δ).
×òîáû ñâßçàòü îöåíêè (3.10) è (3.11), âûáåðåì òàêîå ÷èñëî K ∈ N, ÷òî
Cq/ lnq(1 +K) < δ. Òîãäà äëß ëþáîé ôóíêöèè f ∈ X, â ñèëó íåðàâåíñòâà
(3.10), âûïîëíåíà îöåíêà σEK < δ è â íåðàâåíñòâå (3.11) ìîæíî ïîëîæèòü
E = EK . Òîãäà äëß ëþáîãî α ∈ C, |α| ≤ 1, è ëþáîé f ∈ X áóäåò âûïîëíåíà
ñëåäóþùàß öåïü íåðàâåíñòâ:
|αf |Nq =
[∫
Γ
lnq
(
1 + |αf∗(γ)|)σ(dγ)]1/q ≤
≤
[ ∫
EK
lnq
(
1+ |α||f∗(γ)|)σ(dγ)]1/q +[ ∫
Γ\EK
lnq
(
1+ |α||f∗(γ)|)σ(dγ)]1/q ≤
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≤
[ ∫
EK
lnq
(
1 + |f∗(γ)|)σ(dγ)]1/q + [ ∫
Γ\EK
lnq
(
1 + |α|K)σ(dγ)]1/q <
<
ε
2
+ ln(1 + |α|K).
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè 0 < α0 ≤ 1 âûáðàíî èç óñëîâèß ln(1 +α0K) < ε/2, òî
äëß ëþáîãî α ∈ C, |α| ≤ α0, è ëþáîé f ∈ X áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
|αf |Nq < ε, òî åñòü αX ⊆ B(0, ε). Ïîñêîëüêó òàêîå α0 > 0 ìîæíî âûáðàòü
äëß ïðîèçâîëüíîãî ε > 0, òî ìíîæåñòâî X îãðàíè÷åíî â Nq.
Ñëåäñòâèå 3.10. Ïóñòü f ∈ Nq (q > 1) è ôóíêöèè fζ , ζ ∈ U , îïðåäåëå-
íû ñîãëàñíî ôîðìóëàì fζ(z) = f(ζz), z ∈ G. Òîãäà ñåìåéñòâî ôóíêöèé
{fζ}ζ∈U îãðàíè÷åíî â Nq.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê |αfζ |Nq = |αf|ζ||Nq äëß ëþáîãî α ∈ C, òî äî-
ñòàòî÷íî ïîêàçàòü îãðàíè÷åííîñòü ñåìåéñòâà ôóíêöèé {fr}0≤r≤1. Îäíà
ôóíêöèß f ∈ Nq íå ìîæåò ïîâëèßòü íà îãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà â Nq,
ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü îãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà {fr}0≤r<1. Äëß
ïîñëåäíåãî ìíîæåñòâà ñâîéñòâî (1) â óñëîâèè òåîðåìû íàñòîßùåãî ïóíê-
òà ñëåäóåò èç óñëîâèß f ∈ Nq (ñì. îïðåäåëåíèå 1.8 è çàìå÷àíèß â ïóíêòå
2.1.2), à ñâîéñòâî (2) åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ñâîéñòâî (6) èç òåîðåìû 2.1
(îïßòü æå åñëè ïðèíßòü âî âíèìàíèå çàìå÷àíèß ïóíêòà 2.1.2). Ïîýòîìó,
ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå, ñåìåéñòâî {fr}0≤r<1 îãðàíè÷åíî âNq è ñëåäñòâèå
3.10 äîêàçàíî.
Çàìå÷àíèå 3.11. Àíàëîãè÷íîå îïèñàíèå îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ ñïðàâåä-
ëèâî è äëß ïðîñòðàíñòâ Mq (q > 0): ìíîæåñòâî X ⊆ Mq áóäåò îãðàíè-
÷åííûì â ïðîñòðàíñòâå Mq òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
(1)X îãðàíè÷åíî ïî ìåòðèêå ρMq ;
(2) ñåìåéñòâî ôóíêöèé {lnq+Mradf(γ), γ ∈ Γ}f∈X , ãäå Mradf îáîçíà÷àåò
ðàäèàëüíóþ ìàêñèìàëüíóþ ôóíêöèþ (1.19) ôóíêöèè f , èìååò ðàâíî-
ñòåïåííî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå èíòåãðàëû íà Γ .
Äîêàçàòåëüñòâî çàìå÷àíèß áóêâàëüíî ïîâòîðßåò äîêàçàòåëüñòâî ïðèâå-
äåííîé âûøå òåîðåìû è ïîýòîìó áóäåò îïóùåíî. Â ñëó÷àå n = 1 îïèñàíèå
îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ â M äëß êðóãà U áûëî ïîëó÷åíî Õ.Î.Êèìîì
(ñì. [90]). Ñëó÷àé n = 1, q > 1 ðàññìîòðåë Ð.Ìåøòðîâè÷ â ñâîåé äèññåð-
òàöèè [104, ãë. 6, 4, òåîpåìà 2]; ñì. òàêæå ìîíîãðàôèþ Ð.Ìåøòðîâè÷à è
Æ.Ïàâè÷åâè÷à [105, ãë. 9].
Ïðè q > 1 ïðîñòðàíñòâà Nq è Mq ñîâïàäàþò êàê â òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííîì, òàê è â ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêîì ñìûñëå (ñì. ïóíêò 1.2.2).
Êàê ñëåäñòâèå, ñâîéñòâà îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà X êàê ïîäìíîæå-
ñòâà ïðîñòðàíñòâà Nq è êàê ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà Mq ýêâèâà-
ëåíòíû. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ìíîæåñòâî X îãðàíè÷åíî â Nq (q > 1),
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òî ðàâíîñòåïåííî àáñîëþòíî íåïðåðûâíû èíòåãðàëû íå òîëüêî ñåìåé-
ñòâà {lnq+ |f∗|}f∈X (êàê óòâåðæäàåòñß òåîðåìîé), íî è ñåìåéñòâà ôóíêöèé
{lnq+Mradf}f∈X (êàê óòâåðæäàåòñß çàìå÷àíèåì) è, ñëåäîâàòåëüíî, òàêæå
ñåìåéñòâà {lnq+ |f(rγ)|, γ ∈ Γ}f∈X, 0≤r<1.
3.3.2. Âïîëíå îãðàíè÷åííûå ïîäìíîæåñòâà Nq (q > 1)
Ñðàçó æå îòìåòèì, ÷òî ïîíßòèå ïîëíîé îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà
ìîæíî òðàêòîâàòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè. ÏîäìíîæåñòâîX ëèíåéíî-òîïîëî-
ãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà E íàçûâàåòñß âïîëíå îãðàíè÷åííûì, åñëè äëß ëþ-
áîé îêðåñòíîñòè U íóëß ïðîñòðàíñòâà E íàéäåòñß êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî
{y1, . . . , yN} ⊆ E (íàçûâàåìîå U -ñåòüþ), äëß êîòîðîãî
⋃
1≤k≤N
(yk+U) ⊇ X.
Ïîäìíîæåñòâî X ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (E, ρ) íàçûâàåòñß âïîëíå
îãðàíè÷åííûì, åñëè äëß ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñß êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî
{y1, . . . , yN} ⊆ E (íàçûâàåìîå ε-ñåòüþ), äëß êîòîðîãî
⋃
1≤k≤N
B(yk, ε) ⊇ X
(çäåñü B(x, r) îáîçíà÷àåò îòêðûòûé øàð ñ öåíòðîì â x ðàäèóñà r). Ïðè
âñåé ñõîæåñòè ýòèõ äâóõ îïðåäåëåíèé, ïîíßòèå ïîëíîé îãðàíè÷åííîñòè â
ïåðâîì ñìûñëå  ïîíßòèå ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêîå, âî âòîðîì æå  ïîíß-
òèå ìåòðè÷åñêîå: åñëè òîïîëîãèß ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
çàäàåòñß íåêîòîðîé ìåòðèêîé, òî ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî ïîíßòèå ïîëíîé
îãðàíè÷åííîñòè â ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêîì ñìûñëå ñîâïàäàåò ñ ïîíßòèåì
ïîëíîé îãðàíè÷åííîñòè â ìåòðè÷åñêîì ñìûñëå. Ýòî âèäíî õîòß áû èç òî-
ãî, ÷òî äâå ìåòðèêè ìîãóò áûòü ýêâèâàëåíòíûìè òîïîëîãè÷åñêè (òî åñòü
çàäàâàòü îäíó è òó æå òîïîëîãèþ), íî ïîíßòèß ïîëíîé îãðàíè÷åííîñòè â
ýòèõ ìåòðèêàõ  ðàçëè÷íûìè (òàê áóäåò, íàïðèìåð, åñëè íà äåéñòâèòåëü-
íîé ïðßìîé R çàäàòü ìåòðèêè ρ(x, y) = |x−y| è d(x, y) = | arctg x−arctg y|,
x, y ∈ R). Îäíàêî åñëè òîïîëîãèß ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
E çàäàíà èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé (êàê â ñëó÷àå ïpîñòpàíñòâ Ïðèâàëîâà),
òî ïîíßòèß ïîëíîé îãðàíè÷åííîñòè â ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêîì è ìåòðè-
÷åñêîì ñìûñëàõ ñîâïàäàþò. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ïîëíûõ ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâàõ (ïpîñòpàíñòâà Ïðèâàëîâà òàêîâûìè ßâëßþòñß) ñâîéñòâî
ïîëíîé îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà ðàâíîñèëüíî ñâîéñòâó îòíîñèòåëüíîé
êîìïàêòíîñòè (êîìïàêòíîñòè åãî çàìûêàíèß) (ñì., íàïðèìåð, [29, ãë. II,
7, òåîðåìà 3]). Ñëåäóþùåå îïèñàíèå âïîëíå îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ
â ïðîñòðàíñòâàõ N q (q > 1) â ÷àñòíîì ñëó÷àå n = 1 ïðèíàäëåæèò
Ð.Ìåøòðîâè÷ó (ñì. [104, ãë. 6, 4, òåîpåìà 7] è [105, ãë. 9]).
Òåîðåìà 3.12. Ìíîæåñòâî X ⊆ Nq (q > 1) âïîëíå îãðàíè÷åíî â ïðî-
ñòðàíñòâå Nq òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
(1)X îãðàíè÷åíî â Nq (â ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêîì ñìûñëå);
(2)ìíîæåñòâî σ-èçìåðèìûõ ôóíêöèé {f∗(γ), γ ∈ Γ}f∈X , ãäå f∗ îáîçíà-
÷àåò ôóíêöèþ ðàäèàëüíûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé (1.29), îòíîñèòåëüíî
êîìïàêòíî â òîïîëîãèè ñõîäèìîñòè ïî ìåðå σ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé (1) è (2).
(1) Îãðàíè÷åííîñòü âïîëíå îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ åñòü îáùèé ôàêò
òåîðèè ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (ñì., íàïðèìåð,
[88, ãë. 2, 7, ï. 5]).
(2) Òàê êàê òîïîëîãèß ñõîäèìîñòè ïî ìåðå ìåòðèçóåìà, òî, ÷òîáû
ïîêàçàòü îòíîñèòåëüíóþ êîìïàêòíîñòü ìíîæåñòâà ôóíêöèé {f∗}f∈X ïî
ìåðå σ, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî èç âñßêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíê-
öèé ýòîãî ìíîæåñòâà ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäßùó-
þñß ïî ìåðå σ ê íåêîòîðîé èçìåðèìîé ôóíêöèè íà Γ . Åñëè (gk)k∈N 
ïðîèçâîëüíàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé èç ìíîæåñòâà {f∗}f∈X , òî,
ïî îïðåäåëåíèþ ïîñëåäíåãî ìíîæåñòâà, ñóùåñòâóåò òàêàß ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ôóíêöèé (fk) ⊆ X, ÷òî f∗k = gk ïî÷òè âñþäó íà Γ äëß êàæäîãî
k ∈ N. Ìíîæåñòâî X âïîëíå îãðàíè÷åíî è, ñëåäîâàòåëüíî, îòíîñèòåëü-
íî êîìïàêòíî â ïðîñòðàíñòâå Nq, ïîýòîìó èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fk)
ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(
fkl
)
l∈N, kl+1 > kl, kl ∈ N, l ∈ N,
ñõîäßùóþñß ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f ∈ Nq ïî ìåòðèêå ρNq . Ñîãëàñíî íåðà-
âåíñòâó ×åáûøåâà è âûðàæåíèþ (2.10) äëß õàpàêòåpèñòèêè | · |Nq èìååì
σ{γ ∈ Γ | |f∗kl(γ)− f∗(γ)| ≥ ε} ≤
≤ 1
lnq(1 + ε)
∫
Γ
lnq
(
1+ |f∗kl(γ)−f∗(γ)|
)
σ(dγ) =
( |fkl − f |Nq
ln(1 + ε)
)q
, ε > 0,
è ïîýòîìó σ{γ ∈ Γ | |f∗kl(γ) − f∗(γ)| ≥ ε} → 0 ïðè l → +∞ äëß êàæ-
äîãî ε > 0. Ïîñëåäíßß ñõîäèìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(
gkl
)
ñõîäèòñß ê ôóíêöèè f∗ ïî ìåðå σ. Òàêèì îáðàçîì, îòíîñèòåëüíàß êîì-
ïàêòíîñòü ìíîæåñòâà {f∗}f∈X ïî ìåðå σ ïîêàçàíà.
Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé (1) è (2). Ïóñòü äëß ìíîæåñòâà X âûïîëíå-
íû óñëîâèß (1) è (2). Äîêàæåì òîãäà, ÷òî ìíîæåñòâî X âïîëíå îãðàíè÷åíî
â ïðîñòðàíñòâå Nq. Êàê èçâåñòíî, ñâîéñòâî ïîëíîé îãðàíè÷åííîñòè ïîä-
ìíîæåñòâà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî èç ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê ýòîãî ìíîæåñòâà ìîæíî âûäåëèòü ôóíäàìåí-
òàëüíóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Ïóñòü (fk)k∈N  ïðîèçâîëüíàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ìíîæå-
ñòâà X. Ñîãëàñíî óñëîâèþ (2) äîêàçûâàåìîé òåîðåìû, èç ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè (f∗k ) ⊆ {f∗}f∈X ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(
f∗kl
)
l∈N,
kl+1 > kl, kl ∈ N, l ∈ N, ñõîäßùóþñß ïî ìåðå σ ê íåêîòîðîé èçìåðèìîé íà
Γ ôóíêöèè g. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ô.Ðèññà, èç ýòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ìîæíî âûäåëèòü åùå îäíó ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(
f∗klm
)
m∈N, lm+1 > lm,
lm ∈ N, m ∈ N, ñõîäßùóþñß ê ôóíêöèè g óæå ïî÷òè âñþäó. Ñîãëàñíî
óñëîâèþ (1) è òåîðåìå 3.9, ñóùåñòâóåò êîíå÷íàß ïîñòîßííàß C ≥ 0, äëß
êîòîðîé |fklm |Nq ≤ C èëè[∫
Γ
lnq
(
1 + |f∗klm (γ)|
)
σ(dγ)
]1/q
≤ C, m ∈ N
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(ñì. âûðàæåíèå (2.10) äëß õàpàêòåpèñòèêè | · |Nq ). Ïåðåõîäß â ïîñëåä-
íåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè m → +∞, ñîãëàñíî òåîðåìå Ï.Ôàòó
(ñì. [29, ãë.V, 5, ï. 5, òåîpåìà 8]) ïîëó÷àåì[∫
Γ
lnq
(
1 + |g(γ)|)σ(dγ)]1/q ≤ C,
îòêóäà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ôóíêöèß lnq
(
1+ |g(γ)|), γ ∈ Γ , èíòåãðèðóå-
ìà ïî ìåðå σ íà Γ . Ñîãëàñíî óñëîâèþ (1) è òåîðåìå 3.9, äëß ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ôóíêöèé
(
f∗klm
)
âûïîëíåíî ñâîéñòâî ðàâíîñòåïåííîé àáñîëþòíîé
íåïðåðûâíîñòè èíòåãðàëîâ ôóíêöèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(
lnq+ |f∗klm |
)
m∈N,
îòêóäà â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.12) èíòåãðàëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíê-
öèé
(
lnq
(
1 + |f∗klm |
))
m∈N òàêæå ðàâíîñòåïåííî àáñîëþòíî íåïðåðûâíû.
Òàê êàê, ïî äîêàçàííîìó âûøå, ôóíêöèß lnq
(
1 + |g(γ)|) èíòåãðèðóåìà,
òî ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó (2.13) òî æå ñàìîå ñâîéñòâî pàâíîñòåïåííîé àá-
ñîëþòíîé íåïpåpûâíîñòè èíòåãpàëîâ ñïðàâåäëèâî è äëß ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ôóíêöèé
(
lnq
(
1 + |f∗klm − g|
))
m∈N. Èòàê, èìååì: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(
lnq
(
1+ |f∗klm −g|
))
ñõîäèòñß ïî÷òè âñþäó ê íóëåâîé ôóíêöèè è ñåìåéñòâî
èíòåãðàëîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíîñòåïåííî àáñîëþòíî íåïðåðûâ-
íî îòíîñèòåëüíî ìåðû σ. Ñîãëàñíî èçâåñòíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå (ñì.,
íàïðèìåð, [106, òåîðåìà II.T21]), îòñþäà ñëåäóåò[∫
Γ
lnq
(
1 + |f∗klm (γ)− g(γ)|
)
σ(dγ)
]1/q
→ 0 ïðè m→ +∞,
è â ñèëó íåðàâåíñòâà (2.18) è íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà â L q(Γ, σ) íàõî-
äèì [∫
Γ
lnq
(
1 + |f∗klm (γ)− f∗klp (γ)|
)
σ(dγ)
]1/q
→ 0 ïðè m, p→ +∞.
C ó÷åòîì âûðàæåíèß (2.10) äëß õàpàêòåpèñòèêè | · |Nq , ïîëó÷àåì, ÷òî
|fklm −fklp |Nq → 0 ïðè m, p→ +∞, òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(
fklm
)
m∈N
ôóíäàìåíòàëüíà ïî ìåòðèêå ρNq .
Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé
ìíîæåñòâà X ìîæíî âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ïî ìåòðèêå ρNq ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü, òî åñòü ìíîæåñòâî X âïîëíå îãðàíè÷åíî.
Çàìå÷àíèå 3.13. Â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè ïî Ëèïøèöó ìåòðèê ρNq è ρMq
íà êëàññàõ Nq = Mq (q > 1) (ñì. ïóíêò 1.2.2), ïîíßòèß ïîëíîé îãðàíè÷åí-
íîñòè ìíîæåñòâà X êàê ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà Nq è êàê ïîäìíîæå-
ñòâà ïðîñòðàíñòâà Mq ýêâèâàëåíòíû. Ïðèíèìàß âî âíèìàíèå çàìå÷àíèß,
ïðèâåäåííûå â ïðåäûäóùåì ïóíêòå îòíîñèòåëüíî îïèñàíèß îãðàíè÷åííûõ
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ïîäìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâå Mq, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ õàðàêòå-
ðèñòèêó âïîëíå îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâå Mq (q > 1): ìíî-
æåñòâî X âïîëíå îãðàíè÷åíî â ïðîñòðàíñòâåMq (q > 1) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà
(1)X îãðàíè÷åíî â Mq (â ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêîì ñìûñëå);
(2)ìíîæåñòâî σ-èçìåðèìûõ ôóíêöèé {f∗}f∈X , ãäå f∗ îáîçíà÷àåò ôóíê-
öèþ ðàäèàëüíûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé (1.29), îòíîñèòåëüíî êîìïàêò-
íî ïî ìåðå σ.
Ïðèìåð 3.14. Ïóñòü f ∈ Nq (q > 1) è ôóíêöèè fζ , ζ ∈ U , îïðåäåëåíû
ñîãëàñíî ôîðìóëàì fζ(z) = f(ζz), z ∈ G. Òîãäà ìíîæåñòâî {fζ}ζ∈U êîì-
ïàêòíî â ïðîñòðàíñòâå Nq.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çäåñü êîìïàêòíîñòü óñìàòðèâàåòñß è íåïîñðåäñòâåííî,
áåç èñïîëüçîâàíèß òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé òåîðåìû. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáàß
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâà {fζ}ζ∈U èìååò âèä
(
fζk
)
k∈N, ãäå (ζk)k∈N 
íåêîòîðàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê åäèíè÷íîãî êðóãà U . Òàê êàê êðóã U
êîìïàêòåí â C, òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ζk) ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü
(
ζkl
)
l∈N, kl+1 > kl, kl ∈ N, l ∈ N, ñõîäßùóþñß ê íåêîòîðîé
òî÷êå ζ ∈ U . Åñëè ζ  âíóòðåííßß òî÷êà êðóãà U , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(
fζkl
)
ñõîäèòñß ê ôóíêöèè fζ ðàâíîìåðíî â G è, çíà÷èò, cõîäèòñß ïî ìåò-
ðèêå ρNq . Åñëè æå |ζ| = 1, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(
ζ−1ζkl
) ⊆ U ñõîäèòñß
ê 1 è, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.13 èç ïóíêòà 2.2.3, èìååì |fζ−1ζkl − f |Nq → 0
ïðè l → +∞. Òàê êàê |fζ−1ζkl − f |Nq = |fζkl − fζ |Nq (ñì. äîêàçàòåëüñòâî
ñëåäñòâèß 2.11 èç ïóíêòà 2.2.2), òî fζkl → fζ ïî ìåòðèêå ρNq . Òàêèì îá-
ðàçîì, èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé ìíîæåñòâà {fζ}ζ∈U ìîæíî
âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäßùóþñß ê íåêîòîðîé ôóíêöèè òîãî
æå ìíîæåñòâà ïî ìåòðèêå ρNq . Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî {fζ}ζ∈U êîì-
ïàêòíî â Nq, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äàííûé ïðèìåð ïðåäñòàâëßåò ñîáîé óñèëåíèå
óòâåðæäåíèß ñëåäñòâèß òåîðåìû èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà. Åãî äîêàçàòåëü-
ñòâî ìîæíî ïåðåôðàçèðîâàòü òàê: îòîáðàæåíèå ζ 7→ fζ èç çàìêíóòîãî åäè-
íè÷íîãî êðóãà U â Nq ßâëßåòñß íåïðåðûâíûì, è ïîñêîëüêó íåïðåðûâíûé
îáðàç êîìïàêòà  êîìïàêò, òî îòñþäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ïðèìåðà.
Çàìå÷àíèå 3.15. Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [44] è âîøëè â
äèññåðòàöèþ [46].
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Â ýòîé ãëàâå ìû ðàñïðîñòðàíßåì ðåçóëüòàòû ãëàâû 3, êàñàþùèåñß
ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàêcèìàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ Mq (= Nq)
(q > 1), íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî q > 0, ðàññìàòðèâàß ýòè ïðîñòðàíñòâà
òîëüêî â øàðå. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ßâëßåòñß óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî
Mq, q > 0, îáðàçóþò F -àëãåáðû îòíîñèòåëüíî ìåòðèê ρMq , êîòîðûå â
äàëüíåéøåì â ïðåäåëàõ äàííîé ãëàâû äëß êðàòêîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü
ρq ≡ ρMq , q > 0. Â ÷àñòíîñòè, ýòîò ðåçóëüòàò ßâëßåòñß íîâûì äëß q = 1,
ïðè êîòîðîì M1 ñëóæèò ìíîãîìåðíûì àíàëîãîì ñîîòâåòñòâóþùåé îäíî-
ìåðíîé F -àëãåáðû, èçó÷åííîé Õ.Î.Êèìîì â [90]. Îäíîâðåìåííî ñ ýòèì
óñòàíàâëèâàþòñß ãðàíè÷íûå ñâîéñòâà ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâ Mq (q > 0).
4.1. Ãðàíè÷íûå ñâîéñòâà ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâ
Mq (q > 0)
Äëß ôóíêöèé f ∈ N ñóùåñòâîâàíèå ðàäèàëüíûõ ïðåäåëîâ
f∗(ζ) = lim
r→1−
f(rζ), ζ ∈ Sn,
ïî÷òè âñþäó íà Sn áûëî äîêàçàíî À. Çèãìóíäîì â 1950 ãîäó (ñì. [148]).
Áîëåå òîãî, èì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ãðàíè÷íûå ïðåäåëû ôóíêöèè f(z) êëàñ-
ñà N ñóùåñòâóþò äëß ïî÷òè âñåõ òî÷åê ζ íà Sn ïðè ïîäõîäå òî÷êè z ∈ Bn
ê ζ ïî ïðîèçâîëüíîìó íåêàñàòåëüíîìó ïóòè. Â 1970 ãîäó À.Êîðàíüè ðàñ-
ïðîñòðàíèë ýòîò ðåçóëüòàò íà ñëó÷àé òàê íàçûâàåìûõ ¾äîïóñòèìûõ¿ ïðå-
äåëîâ (K)- lim
z→ζ
f(z), êîãäà z ∈ Bn ñòðåìèòñß ê ζ ïî ëþáîé äîïóñòèìîé
îáëàñòè Dα(ζ), α > 1 (ñì. [93] è ïóíêò 1.2.1).
Òåîðåìà 4.1. Äëß ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f èç êëàññà Mq (q > 0) äîïó-
ñòèìûå ãðàíè÷íûå ïðåäåëû (K)- lim
z→ζ
f(z), ζ ∈ Sn, ñóùåñòâóþò ïî÷òè
âñþäó íà Sn.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îñíîâíîé òåîðåìû ñòàòüè [91] è îïðåäåëåíèß êëàñ-
ñà Mq (q > 0) ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ãîëîìîðôíîé â Bn
ôóíêöèè f êëàññó Mq ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ∫
Sn
lnq+Mαf(ζ)σ(dζ) < +∞, α > 1, (4.1)
â êîòîðîì
Mαf(ζ) = sup
z∈Dα(ζ)
|f(z)|, ζ ∈ Sn, (4.2)
íàçîâåì äîïóñòèìîé ìàêñèìàëüíîé ôóíêöèåé äëß f â òî÷êå ζ. Èç óñëî-
âèß (4.1) âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèè êëàññà Mq (q > 0) îãðàíè÷åíû â îáëà-
ñòßõ Dα(ζ) äëß ïî÷òè âñåõ ζ ∈ Sn è âñåõ α > 1. Ñîãëàñíî [118, ï. 5.5.5],
(K)-ïðåäåëû ôóíêöèè f ñóùåñòâóþò ïî÷òè âñþäó íà Sn.
Ñëåäñòâèå 4.2. Äëß ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ Mq (q > 0) ðàäèàëüíûå
ïðåäåëû f∗(ζ), ζ ∈ Sn, ñóùåñòâóþò (è êîíå÷íû) ïî÷òè âñþäó íà Sn. Ïðè
ýòîì ôóíêöèß lnq+ |f∗| èíòåãðèðóåìà íà Sn.
Çàìå÷àíèå 4.3. Âåðíî è óòâåðæäåíèå, â íåêîòîðîé ñòåïåíè îáðàòíîå óòâåð-
æäåíèþ ñëåäñòâèß 4.2: äëß ëþáîé ïîëîæèòåëüíîé ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó
ôóíêöèè ϕ, äëß êîòîðîé ôóíêöèß | lnϕ|q (q > 0) èíòåãðèðóåìà íà Sn, ñó-
ùåñòâóåò òàêàß ôóíêöèß f ∈ Mq (q > 0), ÷òî |f∗| = ϕ ïî÷òè âñþäó íà
Sn (ñì. [61]). Áîëåå òîãî, êàê ñëåäóåò èç îñíîâíîé òåîðåìû ñòàòüè [61],
ôóíêöèþ f ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû |f∗| = Mradf ïî÷òè âñþäó íà Sn.
Òåîðåìà 4.1 ðàñïðîñòðàíßåò êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò À.Êîðàíüè î äî-
ïóñòèìûõ ïðåäåëàõ ôóíêöèé êëàññà N íà áîëåå øèðîêèå, êàê ïîêàçûâàåò
ñëåäóþùàß òåîðåìà, êëàññû Mq (0 < q < 1).
Òåîðåìà 4.4. Äëß êàæäîãî 0 < q < 1 êëàññ Mq ñîäåðæèò êëàññ Îñòðî-
âñêîãîÍåâàíëèííû N .
Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî èíâàðèàíòíîå ßäðî Ïóàññîíà â øàðå
îïðåäåëßåòñß ôîðìóëîé
P (z, ζ) =
(
1− |z|2
|1− 〈z, ζ〉|2
)n
, z ∈ Bn, ζ ∈ Sn.
Ïóñòü ôóíêöèß f ïðèíàäëåæèò êëàññó ÎñòðîâñêîãîÍåâàíëèííû N ,
òàê ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ êëàññîâ Nq ïðè q = 1
sup
0≤r<1
∫
Sn
ln+ |f(rζ)|σ(dζ) < +∞.
Ïîýòîìó, ñîãëàñíî [118, ï. 5.6.2], ñóùåñòâóåò òàêàß íåîòðèöàòåëüíàß
êîíå÷íàß áîðåëåâñêàß ìåðà µ íà Sn, ÷òî
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ln+ |f(z)| ≤
∫
Sn
P (z, ζ)µ(dζ), z ∈ Bn.
Ïðèìåíßß ê ïîëó÷åííîìó íåðàâåíñòâó ðàäèàëüíûé ìàêñèìàëüíûé îïåðà-
òîð (1.19), ïîëó÷èì
ln+Mradf(ζ) ≤ sup
0≤r<1
∫
Sn
P (rζ, γ)µ(dγ), ζ ∈ Sn. (4.3)
Èñïîëüçóß â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (4.3) îöåíêó ðàäèàëüíîé ìàêñè-
ìàëüíîé ôóíêöèè èíòåãðàëà Ïóàññîíà ÷åðåç ãðàíè÷íóþ ìàêñèìàëüíóþ
ôóíêöèþ ìåðû µ, îïðåäåëßåìóþ ôîðìóëîé
MSnµ(ζ) = sup
δ>0
µ(Qδ(ζ))
σ(Qδ(ζ))
, ζ ∈ Sn,
â êîòîðîé
Qδ(ζ) = {γ ∈ Sn | |1− 〈γ, ζ〉|1/2 < δ}, δ > 0,
íàõîäèì (ñì. [118, ï. 5.4.11])
ln+Mradf(ζ) ≤ AMSnµ(ζ), ζ ∈ Sn, (4.4)
ñ íåêîòîðîé êîíå÷íîé ïîñòîßííîéA ≥ 0. Íà îñíîâàíèè ñëàáîé îöåíêè òèïà
(1, 1) äëß îïåðàòîðà MSn (ñì. [118, ï. 5.2.4]), îáùåé èíòåðïîëßöèîííîé
òåîðåìû (ñì. íèæå ëåììó 6.8) è (4.4), ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó∫
Sn
lnq+Mradf(ζ)σ(dζ) ≤ Aq(AµSn)q, 0 < q < 1,
ñ íåêîòîðîé êîíå÷íîé ïîñòîßííîé Aq ≥ 0, çàâèñßùåé òîëüêî îò q è îò n
è íå çàâèñßùåé îò f . Ïî îïðåäåëåíèþ, ôóíêöèß f ïðèíàäëåæèò êàæäîìó
Mq (0 < q < 1).
Ñëåäóþùàß òåîðåìà äàåò îöåíêó ðàâíîìåðíîãî ðîñòà ôóíêöèé êëàññîâ
Mq (q > 0) ÷åðåç õàðàêòåðèñòèêó ‖ · ‖q,α, îïðåäåëßåìóþ êàê
‖f‖q,α =
[∫
Sn
lnq(1 +Mαf(ζ))σ(dζ)
]1/q
, f ∈Mq (q > 0), (4.5)
ãäåMαf(ζ) îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (4.2). Àíàëîãè÷íûå îöåíêè äëß êëàññîâ
Nq (q ≥ 1) ïðèâåäåíû â òåîðåìå 3.1.
Òåîðåìà 4.5. Äëß ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈Mq (q > 0) è ëþáîãî α > 1
ñïðàâåäëèâà îöåíêà
ln(1 + |f(z)|) ≤ Cα‖f‖q,α
(1− |z|)n/q , z ∈ Bn, (4.6)
ñ íåêîòîðîé êîíå÷íîé ïîñòîßííîé Cα ≥ 0, çàâèñßùåé òîëüêî îò α, q è
n è íå çàâèñßùåé îò f .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî α > 1 è ïðîèçâîëüíóþ
ôóíêöèþ f 6≡ 0 èç êëàññà Mq (q > 0). Ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (4.5) äëß
‖ · ‖q,α è êëàññè÷åñêîìó íåðàâåíñòâó ×åáûøåâà, äëß ìåðû äîïîëíåíèß
ìíîæåñòâà YE = {ζ ∈ Sn | ln(1 +Mαf(ζ)) ≤ E}, E > 0, èìååì îöåíêó
σ(Sn \ YE) < 1
Eq
‖f‖qq,α, E > 0. (4.7)
Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå r, 0 ≤ r < 1, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàêàß-òî òî÷êà
ìíîæåñòâà rSn = {rγ | γ ∈ Sn} îêàçàëàñü íå ïîêðûòîé ìíîæåñòâàìè âè-
äà {Dα(ζ)}ζ∈YE . Îáîçíà÷èâ ýòó òî÷êó ÷åðåç rγ, γ ∈ Sn, çàìåòèì, ÷òî âñå
ζ ∈ Sn, äëß êîòîðûõ |1−〈rγ, ζ〉| < α(1−r), íå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó YE .
Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâó YE íå ïðèíàäëåæàò òå òî÷êè ζ ∈ Sn, äëß êîòîðûõ
|1−〈γ, ζ〉| < (α−1)(1−r). Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ýòèõ òî÷åê ñèìâîëîì Zα,r.
Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ïðîâåðßåòñß, ÷òî σ-ìåðà ìíîæåñòâà Zα,r
îöåíèâàåòñß ñíèçó âåëè÷èíîé âèäà A(α−1)n(1− r)n, â êîòîðîì A  íåêî-
òîðàß ïîëîæèòåëüíàß ïîñòîßííàß, çàâèñßùàß òîëüêî îò n. Ïîýòîìó (ñì.
íåðàâåíñòâî (4.7)) âñå òî÷êè ìíîæåñòâà rSn áóäóò ïîêðûòû ìíîæåñòâàìè
{Dα(ζ)}ζ∈YE , åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ‖f‖qq,α/Eq = A(α− 1)n(1− r)n.
Èòàê, îêîí÷àòåëüíî, êîãäà E = ‖f‖q,α/(A1/q(α − 1)n/q(1 − r)n/q), äëß
âñåõ z ∈ rSn áóäåò âûïîëíåíî ln(1 + |f(z)|) ≤ E = Cα‖f‖q,α/(1 − r)n/q ñ
ïîñòîßííîé Cα = A−1/q(α− 1)−n/q, ÷òî äîêàçûâàåò (4.6).
Çàìå÷àíèå 4.6. Åñëè ÷åðåç ‖ · ‖q îáîçíà÷èòü õàðàêòåðèñòèêó, îïðåäåëßå-
ìóþ ôîðìóëîé
‖f‖q =
[∫
Sn
lnq(1 +Mradf(ζ))σ(dζ)
]1/q
, f ∈Mq (q > 0), (4.8)
òî, â ñèëó îñíîâíîé òåîðåìû ñòàòüè [91], õàðàêòåðèñòèêè ‖ · ‖q è ‖ · ‖q,α
ýêâèâàëåíòíû ïðè êàæäîì α > 1, è ïîýòîìó â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà
(4.6) âûðàæåíèå ‖f‖q,α ìîæíî çàìåíèòü íà ‖f‖q è ïîñòîßííóþ Cα  íà
ïîñòîßííóþ C, çàâèñßùóþ òîëüêî îò q è n, òàê ÷òî
ln(1 + |f(z)|) ≤ C‖f‖q
(1− |z|)n/q , z ∈ Bn,
äëß ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈Mq (q > 0).
Ñëåäñòâèå 4.7. Èç ñâîéñòâà ñõîäèìîñòè èëè ñâîéñòâà ôóíäàìåíòàëü-
íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé êëàññà Mq (q > 0) ïî ìåòðèêå ρq
ñëåäóþò ñîîòâåòñòâåííî ñâîéñòâà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè èëè ðàâ-
íîìåðíîé ôóíäàìåíòàëüíîñòè ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà êîìïàêòàõ
âíóòðè Bn.
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4.2. Ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ
Mq (q > 0)
Â ýòîì ðàçäåëå óñòàíàâëèâàþòñß ñâîéñòâà êëàññîâ Mq (q > 0) êàê
ëèíåéíûõ è ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.
Òåîðåìà 4.8. Ïðîñòðàíñòâà Mq (q > 0) îáðàçóþò F -àëãåáðû îòíîñè-
òåëüíî ìåòðèê ρq.
Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû äîêàçàòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû, íåîáõîäèìî óáå-
äèòüñß, ÷òî: (1) Mq (q > 0) îáðàçóþò F -ïðîñòðàíñòâà îòíîñèòåëüíî ìåò-
ðèê ρq; (2) Mq (q > 0) ßâëßþòñß àëãåáðàìè; è (3) óìíîæåíèå ôóíêöèé èç
Mq (q > 0) íåïðåðûâíî â ìåòðèêå ρq.
(1) ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî êàæäîå Mq (q > 0) îáðàçóåò F -ïðîñòðàíñòâî
â ìåòðèêå ρq, ïðîâåðßåì âûïîëíåíèå àêñèîì F -ïðîñòðàíñòâà:
(i) Mq (q > 0) åñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé
ïîòî÷å÷íîãî ñëîæåíèß è óìíîæåíèß ôóíêöèé íà ÷èñëî.
Äåéñòâèòåëüíî, ècïîëüçóß ýëåìåíòàðíîå íåðàâåíñòâî (2.18)
ïóíêòà 2.2.2, íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà â ïðîñòðàíñòâàõ L q(Sn, σ), q > 0,
è îïðåäåëåíèå êëàññîâ Mq, q > 0, ïîëó÷àåì
|f + g|Mq , |fg|Mq ≤ |f |Mq + |g|Mq , f, g ∈Mq. (4.9)
Òàê êàê |c|Mq < +∞ äëß ëþáîé ïîñòîßííîé ôóíêöèè c, òî íà îñíîâàíèè
(4.9) ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ýòîé àêñèîìû.
(ii) Äëß ëþáîé êîìïëåêñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (cm)m∈N, îáëàäàþ-
ùåé ñâîéñòâîì cm → 0 ïðè m → ∞, è ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Mq (q > 0)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (cmf) îáëàäàåò ñâîéñòâîì cmf → 0 ïðè m → ∞ â
ìåòðèêå ρq.
Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó cm → 0 ïðè m → ∞, òî ñóùåñòâóåò òà-
êîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî K, ÷òî |cm| < 1 äëß âñåõ èíäåêñîâ m ≥ K;
çíà÷èò, lnq(1 + Mrad(cmf)(ζ)) ≤ lnq(1 + Mradf(ζ)) ïðè m ≥ K äëß
âñåõ ζ ∈ Sn. Êðîìå òîãî, èç óñëîâèß cm → 0 ïðè m → ∞ ñëåäóåò, ÷òî
lnq(1 + Mrad(cmf)(ζ)) → 0 ïðè m → ∞ ïî÷òè âñþäó íà Sn (à èìåííî 
äëß òåõ ζ ∈ Sn, â êîòîðûõ Mradf(ζ) êîíå÷íà). Ïîýòîìó ïî òåîðåìå Ëåáåãà
îá îãðàíè÷åííîé ñõîäèìîñòè ïîä çíàêîì èíòåãðàëà èìååì∫
Sn
lnq(1 +Mrad(cmf)(ζ))σ(dζ)→ 0 ïðè m→∞,
òî åñòü cmf → 0 ïðè m→∞ â ìåòðèêå ρq.
(iii) Åñëè c ∈ C, fm ∈ Mq (q > 0), m ∈ N, è fm → 0 ïðè m → ∞ â
ìåòðèêå ρq, òî cfm → 0 ïðè m→∞ â ìåòðèêå ρq.
Ýòî ñâîéñòâî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà
‖cf‖q ≤ max(1, |c|)‖f‖q, f ∈Mq, c ∈ C,
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â ñâîþ î÷åðåäü, âûòåêàþùåãî èç îïðåäåëåíèß êëàññîâ Mq, q > 0, è ýëå-
ìåíòàðíîãî íåðàâåíñòâà (3.6) ïóíêòà 3.2.1, è ñâßçè ìåæäó ìåòðèêîé ρq è
õàðàêòåðèñòèêîé ‖ · ‖q: ρq(f, g) = ‖f − g‖αqq , αq = min(1, q).
(iv) Ïðîñòðàíñòâî Mq (q > 0) ïîëíî îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρq.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fm) ⊆ Mq (q > 0) ôóí-
äàìåíòàëüíà îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρq. Ïî ñëåäñòâèþ 4.7 ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (fm) ôóíäàìåíòàëüíà ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîìïàêòå èç Bn. Ïî
ïåðâîé òåîðåìå Âåéåðøòðàññà, ñóùåñòâóåò ãîëîìîðôíàß â Bn ôóíêöèß f ,
ê êîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fm) ñõîäèòñß ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîì-
ïàêòå èç Bn. Äîêàæåì, ÷òî ïðåäåëüíàß ôóíêöèß f ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó Mq (q > 0) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fm) ñõîäèòñß ê f â ìåòðèêå
ρq. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî óñëîâèþ ôóíäàìåíòàëüíîñòè â ìåòðèêå ρq,
äëß ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå K ∈ N, ÷òî ρq(fm, fk) ≤ ε äëß âñåõ
m, k ≥ K; äðóãèìè ñëîâàìè, â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.21),∫
Sn
lnq(1 +Mrad(fm − fk)(ζ))σ(dζ) ≤ εq/αq , m, k ≥ K.
Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî äëß ëþáîãî R ∈ [0, 1) âûïîëíåíî∫
Sn
lnq(1 + sup
0≤r≤R
|fm(rζ)− fk(rζ)|)σ(dζ) ≤ εq/αq , m, k ≥ K,
è òàê êàê fk ⇒ f íà ìíîæåñòâå RBn = {z ∈ Cn | |z| ≤ R}, òî, ïåðåõîäß ê
ïðåäåëó ïðè k →∞ ïðè ôèêñèðîâàííîì R, íàõîäèì∫
Sn
lnq(1 + sup
0≤r≤R
|fm(rζ)− f(rζ)|)σ(dζ) ≤ εq/αq , m ≥ K,
÷òî, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè R ∈ [0, 1) è òåîðåìû Á.Ëåâè î ìîíîòîííîé
ñõîäèìîñòè ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, äàåò íåðàâåíñòâî∫
Sn
lnq(1 +Mrad(fm − f)(ζ))σ(dζ) ≤ εq/αq , m ≥ K,
òî åñòü |fm − f |Mq ≤ ε ïðè m ≥ K. Â ÷àñòíîñòè, fK − f ∈ Mq (q > 0) è,
ïî äîêàçàííîìó âûøå ñâîéñòâó ëèíåéíîñòè êëàññà Mq (q > 0), ôóíêöèß
f ïðèíàäëåæèò Mq (q > 0). Êðîìå òîãî, èç íåðàâåíñòâà |fm − f |Mq ≤ ε
ïðè âñåõ m ≥ K, ïî îïðåäåëåíèþ ìåòðèêè ρq, ñëåäóåò, ÷òî ρq(fm, f) ≤ ε
äëß âñåõm ≥ K. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fm)
ê ôóíêöèè f ïî ìåòðèêå ρq, à ñëåäîâàòåëüíî, ïîëíîòà ïðîñòðàíñòâà Mq
(q > 0) äîêàçàíà.
Ïðèñòóïèì òåïåðü ê ïðîâåðêå óòâåðæäåíèé (2) è (3).
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(2) Ñîãëàñíî äîêàçàííîìó óòâåðæäåíèþ (1), êàæäîåMq (q > 0) ñîñòàâ-
ëßåò F -ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρq. Êðîìå òîãî, èç äîêàçà-
òåëüñòâà óñòàíîâëåííîé âûøå àêñèîìû (i) âèäíî, ÷òî êëàññû Mq çàìêíó-
òû îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïîòî÷å÷íîãî óìíîæåíèß ôóíêöèé, è íåòðóäíî
ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà àëãåáðàè÷åñêàß îïåðàöèß óìíîæåíèß âìåñòå ñ ëèíåé-
íûìè îïåðàöèßìè ïðîñòðàíñòâà Mq ïðåâðàùàåò Mq â àëãåáðó.
(3) Äëß äîêàçàòåëüñòâà íåïðåðûâíîñòè îïåðàöèè óìíîæåíèß ôóíêöèé
èç Mq (q > 0) îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρq òðåáóåòñß ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè
fm → f ïðè m→∞ è gk → g ïðè k →∞ ïî ìåòðèêå ρq, òî fmgk → fg ïðè
m, k →∞ îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρq. Â ñèëó íåðàâåíñòâ (4.9) ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî
|fmgk − fg|Mq = |(fm − f)(gk − g) + f(gk − g) + g(fm − f)|Mq ≤
≤ |fm − f |Mq + |gk − g|Mq + |f(gk − g)|Mq + |g(fm − f)|Mq ,
èç êîòîðîãî âèäíî, ÷òî äëß äîêàçàòåëüñòâà íåïðåðûâíîñòè óìíîæåíèß ïî
ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ äîñòàòî÷íî óáåäèòüñß, ÷òî îïåðàöèß óìíîæå-
íèß íåïðåðûâíà ïî êàæäîìó èç àðãóìåíòîâ â îòäåëüíîñòè, òî åñòü ÷òî
fgk → fg è fmg → fg ïðè m, k → ∞ ïî ìåòðèêå ρq, åñëè gk → g ïðè
k →∞ è fm → f ïðè m→∞ îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρq. Äîêàæåì, íàïðè-
ìåð, íåïðåðûâíîñòü ïî âòîðîìó àðãóìåíòó ïðè ôèêñèðîâàííîì ïåðâîì,
îòêóäà, â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè îïåðàöèè óìíîæåíèß, áóäåò ñëåäîâàòü
åå íåïðåðûâíîñòü è ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó.
Èòàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òî f, gk ∈Mq (q > 0), k ∈ N, è gk → g ïðè k →∞
îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρq. Òàê êàê ôóíêöèß ln
q(1 +Mradf) èíòåãðèðóåìà
íà Sn (ïî óñëîâèþ ïðèíàäëåæíîñòè f ê M q), òî äëß ëþáîãî ε > 0 ñóùå-
ñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî äëß ëþáîãî σ-èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A íà Sn ñ
ìåðîé σA < δ áóäåò âûïîëíåíî∫
A
lnq(1 +Mradf(ζ))σ(dζ) < ε
q/αq/2q+1. (4.10)
Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó ×åáûøåâà äëß ìíîæåñòâà
Yl = {ζ ∈ Sn | Mradf(ζ) ≥ l}, l ∈ N, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàß îöåíêà
ìåðû ýòîãî ìíîæåñòâà:
σYl ≤ 1
lnq(1 + l)
∫
Sn
lnq(1 +Mradf(ζ))σ(dζ), l ∈ N,
è ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå λ ∈ N, ÷òî σYλ < δ. Ðàçáèâàß èíòåãðàë â
âûðàæåíèè äëß |f(gk− g)|q/αqMq íà èíòåãðàëû ïî ìíîæåñòâó Yλ è ïî äîïîë-
íåíèþ ê íåìó (îòíîñèòåëüíî Sn) è ó÷èòûâàß (4.10), èìååì
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Sn
lnq(1 +Mrad(f(gk − g))(ζ))σ(dζ) ≤
≤
∫
Sn
lnq(1+Mradf(ζ)Mrad(gk−g)(ζ))σ(dζ) ≤ 2q
∫
Yλ
lnq(1+Mradf(ζ))σ(dζ)+
+2q
∫
Yλ
lnq(1+Mrad(gk−g)(ζ))σ(dζ)+
∫
Sn\Yλ
lnq(1+λMrad(gk−g)(ζ))σ(dζ) <
<
εq/αq
2
+2q
∫
Y λ
lnq(1+Mrad(gk−g)(ζ))σ(dζ)+λq
∫
Sn\Yλ
lnq(1+Mrad(gk−g)(ζ))σ(dζ) ≤
≤ ε
q/αq
2
+ (λq + 2q)|gk − g|q/αqMq , k ∈ N,
ãäå èñïîëüçîâàëèñü òàêæå íåðàâåíñòâî (a + b)q ≤ 2q(aq + bq),
a, b, q ≥ 0, íåðàâåíñòâî (3.6) è âòîðîå èç íåðàâåíñòâ (2.18) ïóíêòà 2.2.2.
Òàê êàê gk → g ïðè k → ∞ ïî ìåòðèêå ρq, òî ñóùåñòâóåò òàêîå K ∈ N,
÷òî (λq + 2q)|gk − g|q/αqMq < εq/αq/2 äëß âñåõ k ≥ K. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî
|f(gk−g)|Mq < ε äëß âñåõ k ≥ K, òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fgk ñõîäèòñß
ê ôóíêöèè fg ïî ìåòðèêå ρq.
Èòàê, óñòàíîâëåíà ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèé (1), (2) è (3), ÷òî çà-
êàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.8.
Ñëåäóþùèé íèæå ðåçóëüòàò ßâëßåòñß àíàëîãîì âMq (q > 0) èçâåñòíîé
òåîðåìû Ô. è Ì.Ðèññîâ î ñõîäèìîñòè â ñðåäíåì ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâ
Õàðäè Hp (p > 0).
Òåîðåìà 4.9. Ïóñòü q > 0 è ôóíêöèß f ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
Mq. Òîãäà ôóíêöèè fr, 0 ≤ r < 1, îïðåäåëåííûå ðàâåíñòâàìè
fr(z) = f(rz), z ∈ Bn, ñõîäßòñß ê ôóíêöèè f ïðè r → 1− â
ìåòðèêå ρq.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4.2, ðàäèàëüíûå ãðàíè÷íûå ïðå-
äåëû lim
R→1−
f(Rζ) = f∗(ζ) ñóùåñòâóþò äëß ïî÷òè âñåõ ζ ∈ Sn. Äëß âñåõ
òàêèõ ζ ôóíêöèè gζ,r(R) = fr(Rζ) = f(rRζ), îïðåäåëåííûå äëß R ∈ [0, 1],
ñõîäßòñß ïðè r → 1− ðàâíîìåðíî íà [0, 1] ê ôóíêöèè g∗ζ (R), îïðåäåëßå-
ìîé äëß R ∈ [0, 1) ðàâåíñòâîì g∗ζ (R) = f(Rζ) è äëß R = 1 ðàâåíñòâîì
g∗ζ (R) = f
∗(ζ), è ïîýòîìó sup
0≤R<1
|fr(Rζ) − f(Rζ)| → 0 ïðè r → 1−, òàê
÷òî íà îñíîâàíèè (1.19) Mrad(fr − f)(ζ) → 0 äëß âñåõ ζ ∈ Sn óêàçàííîãî
âûøå òèïà. Êðîìå òîãî, äëß ëþáîé ζ ∈ Sn è ëþáîãî r ∈ [0, 1) ñïðàâåäëè-
âî íåðàâåíñòâî Mradfr(ζ) = sup
0≤R≤r
|f(Rζ)| ≤ sup
0≤R<1
|f(Rζ)| = Mradf(ζ) è,
ñëåäîâàòåëüíî,
lnq(1 +Mrad(fr − f)(ζ)) ≤ 2q(lnq(1 +Mradfr(ζ)) + lnq(1 +Mradf(ζ))) ≤
≤ 2q+1 lnq(1 +Mradf(ζ)), 0 ≤ r < 1.
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Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèß êëàññîâ Mq, q > 0, ïî-
êàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèè lnq(1 + Mrad(fr − f)), 0 ≤ r < 1, èìåþò èíòåãðè-
ðóåìóþ ìàæîðàíòó íà Sn. Ïî ïðåäåëüíîé òåîðåìå Ëåáåãà∫
Sn
lnq(1 +M(fr − f)(ζ))σ(dζ)→ 0 ïðè r → 1−,
òî åñòü fr → f ïðè r → 1− ïî ìåòðèêå ρq.
Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ëþáàß ôóíêöèß ïðîñòðàíñòâà
Mq (q > 0) ïðèáëèæàåòñß â ìåòðèêå ρq ôóíêöèßìè, ãîëîìîðôíûìè â
øàðå ñ öåíòðîì â íóëå è ðàäèóñîì, áîëüøèì 1. Ñòàíäàðòíûìè ðàññóæäå-
íèßìè, êàê â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäñòâèß 2.10, äîêàçûâàåòñß, ÷òî ïîñëåäíèå
ôóíêöèè ïðèáëèæàþòñß ïîëèíîìàìè îò n êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ ðàâ-
íîìåðíî íà çàìûêàíèè Bn øàðà Bn, à çíà÷èò, àïïðîêñèìèðóþòñß è â
ìåòðèêå ρq. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ñëåäñòâèå 4.10. Ìíîãî÷ëåíû ïëîòíû â ïðîñòðàíñòâàõ Mq (q > 0), è
ïðîñòðàíñòâà Mq (q > 0)  ñåïàðàáåëüíû.
Çàìå÷àíèå 4.11. Èç çàìå÷àíèß 4.6 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì q > 0 ìåòðèêè
ρq,α, α > 1, îïðåäåëßåìûå âMq (q > 0) ðàâåíñòâàìè ρq,α(f, g) = ‖f−g‖αqq,α,
f, g ∈ Mq, αq = min(1, q), q > 0, ýêâèâàëåíòíû â òîïîëîãè÷åñêîì ñìûñëå
ìåòðèêå ρq. Ïîýòîìó âñå èçëîæåííûå âûøå óòâåðæäåíèß, äîêàçàííûå äëß
ìåòðèêè ρq, ñïðàâåäëèâû è äëß ìåòðèê ρq,α, α > 1.
Çàìå÷àíèå 4.12. Ïðåäñòàâëßåòñß âïîëíå äîñòîâåðíûì, ÷òî ðåçóëüòàòû,
èçëîæåííûå â ýòîé ãëàâå, ñïðàâåäëèâû òàêæå äëß ñëó÷àß ïîëèêðóãà.
Çàìå÷àíèå 4.13. Ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [8].
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5.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèß
Âûáèðàß â îïðåäåëåíèè 1.8 ϕ(t) = t lnα+ t, α > 0, ïîëó÷èì êëàññû
N lnαN , ââåäåííûå À. Çèãìóíäîì â ìîíîãðàôèè [149, ñ. 475]. Èíòåðåñ èçó-
÷åíèß ýòèõ êëàññîâ äèêòóåòñß òåì, ÷òî îíè ßâëßþòñß îäíèìè èç ñàìûõ
áëèçêèõ ê êëàññó Ñìèðíîâà N∗, íà êîòîðûå âñå åùå óäàåòñß â ßâíîì
âèäå ðàñïðîñòðàíèòü âñå ðåçóëüòàòû, ñïðàâåäëèâûå äëß êëàññîâ Õàðäè
è Ïðèâàëîâà êàê â ìíîãîìåðíîì, òàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, à òàêæå
â ñâßçè ñ áëèçîñòüþ ñ êëàññîì M .
Èç ñîîòíîøåíèß (1.27) âûòåêàåò, ÷òî ïðè êàæäîì α > 0 ñïðàâåäëèâû
âëîæåíèß
N lnαN ⊂ N∗ ⊂ N, (5.1)
êàæäîå èç êîòîðûõ  ñòðîãîå (ñì. [91]).
Â íàñòîßùåé ãëàâå â îñíîâíîì èçó÷àåòñß êëàññ N lnN (êëàññ N lnαN
ïðè α = 1). Íåïîñðåäñòâåííàß ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî, âî-ïåðâûõ, óñëî-
âèå îãðàíè÷åííîñòè èíòåãðàëîâ (1.15) ïðè ϕ(t) = t ln+ t ðàâíîñèëüíî óñëî-
âèþ
sup
0≤r<1
∫
Γ
ϕ
(
ln(1 + |f(rγ)|))σ(dγ) < +∞ (5.2)
è, âî-âòîðûõ, ÷òî óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ãîëîìîðôíîé â G ôóíêöèè f
êëàññó N lnN ðàâíîñèëüíî êîíå÷íîñòè ÷èñëîâîé õàðàêòåðèñòèêè
|f |N lnN = sup
0≤r<1
∫
Γ
ω
(
ln(1 + |f(rγ)|))σ(dγ), (5.3)
â êîòîðîé ôóíêöèß ω(t) = t ln(e+ t), t ≥ 0.
Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè äî êîíöà ýòîé ãëàâû äëß êðàòêîñòè èíäåêñ
N lnN ó ôóíêöèè (5.3) ìû îïóñêàåì. Ôóíêöèß | · |, îïðåäåëßeìàß (5.3),
îáëàäàåò íà êëàññå N lnN ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
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(1) |f | = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ≡ 0;
(2) | − f | = |f | äëß âñåõ f ∈ N lnN ;
(3) |f ± g| ≤ |f |+ |g| äëß âñåõ f, g ∈ N lnN .
Ïåðâûå äâà ñâîéñòâà î÷åâèäíû, à ïîñëåäíåå âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ôóíê-
öèß ψ(x) = ω(ln(1 + x)) ≥ 0, x ≥ 0  âûïóêëà ââåðõ (è ïîýòîìó äëß íåå
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ψ(x+ y) ≤ ψ(x) + ψ(y), x, y ≥ 0).
Ñâîéñòâà (1), (2) è (3) ôóíêöèè (5.3) ïîçâîëßþò óòâåðæäàòü, ÷òî ôóíê-
öèß
ρ(f, g) = |f − g|, f, g ∈ N lnN, (5.4)
èìååò íà N lnN âñå ñâîéñòâà ðàññòîßíèß è, òàêèì îáðàçîì, êëàññ N lnN
ñòàíîâèòñß ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Ñâîéñòâà ýòîãî ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà è áóäóò çàíèìàòü íàøå âíèìàíèå.
5.2. Ñâîéñòâà, ýêâèâàëåíòíûå ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó
N lnN
Îòìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî ðàññìîòðåííàß â ïàðàãðàôå 5.1 ôóíêöèß
ω(t) = t ln(e+ t), t ≥ 0, èìååò îáðàòíóþ ôóíêöèþ ω−1(x), íåïðåðûâíóþ è
ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ íà x ≥ 0. Êàê îáû÷íî, ñèìâîë L lnL îáîçíà÷àåò
êëàññ Çèãìóíäà ôóíêöèé íà Γ (ñì. [149, ñ. 273] è [118, ñ. 107]).
Òåîðåìà 5.1. Äëß ëþáîé ôóíêöèè f ∈ N ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèß ýêâè-
âàëåíòíû:
(1) f ∈ N lnN ;
(2) f ∈ N∗ è ln(1 + |f∗|) ∈ L lnL ;
(3) f ∈M è ln(1 + |f∗|) ∈ L lnL ;
(4) ln(1 + |f∗|) ∈ L lnL è
ω
(
ln(1 + |f(z)|)) ≤ ∫
Γ
P (z, γ)ω
(
ln(1 + |f∗(γ)|))σ(dγ), z ∈ G, (5.5)
ãäå P îáîçíà÷àåò ßäðî Ïóàññîíà â G (ñì. (1.12) è (1.13));
(5) ln(1 + |f∗|) ∈ L lnL è
lim
r→1−
∫
Γ
ω
(
ln(1 + |f(rγ)|))σ(dγ) = ∫
Γ
ω
(
ln(1 + |f∗(γ)|))σ(dγ); (5.6)
(6) ñåìåéñòâî {ω(ln(1 + |f(rγ)|)), γ ∈ Γ}0≤r<1 èìååò ðàâíîñòåïåííî àá-
ñîëþòíî íåïðåðûâíûå èíòåãðàëû íà Γ .
Äîêàçàòåëüñòâî. (1) ⇒ (2) Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî f ∈ N∗ äëß ëþ-
áîé ôóíêöèè f ∈ N lnN , óñòàíîâëåíî âëîæåíèßìè (5.1). Óòâåðæäåíèå
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ln(1 + |f∗|) ∈ L lnL âûòåêàåò èç (5.2) íà îñíîâàíèè ïðåäåëüíîé òåîðåìû
ÔàòóËåáåãà (ñì., íàïðèìåð, [106, ñ. 22]).
(2)⇒ (3) Ïîñêîëüêó äëß ôóíêöèé êëàññà N∗ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
ln(1 + |f(z)|) ≤
∫
Γ
P (z, γ) ln(1 + |f∗(γ)|)σ(dγ), z ∈ G, (5.7)
äîêàçàííîå, íàïðèìåð, â [130], ïðèìåíèì ê îáåèì åãî ÷àñòßì ìàêñèìàëü-
íûé ðàäèàëüíûé îïåðàòîð (1.19). Ñîãëàñíî îöåíêå ðàäèàëüíîé ìàêñè-
ìàëüíîé ôóíêöèè èíòåãðàëà Ïóàññîíà ÷åðåç ãðàíè÷íóþ ìàêñèìàëüíóþ
ôóíêöèþ åãî ïëîòíîñòè (ñì. [116, c. 2931] è [118, ñ. 84]), èìååì íåðàâåí-
ñòâî
ln(1 +Mradf(γ)) ≤ AMΓ ln(1 + |f∗|)(γ), γ ∈ Γ, (5.8)
ñ íåêîòîðîé êîíå÷íîé ïîñòîßííîé A ≥ 0, â êîòîðîì MΓ îáîçíà÷àåò ãðà-
íè÷íûé ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð, ïðèìåíåííûé ê ãðàíè÷íîé ôóíêöèè
ln(1 + |f∗|). Òàê êàê îïåðàòîð MΓ èìååò ñëàáûé òèï (1, 1) (ñì. [116, ñ. 29]
è [118, ñ. 76]), òî, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèß íåðàâåíñòâà (5.8) è ïðèìåíåíèß
èíòåðïîëßöèîííîé òåîðåìû Çèãìóíäà (ñì. [28, ñ. 178]), ïîëó÷àåì îöåíêó∫
Γ
ln(1 +Mradf(γ))σ(dγ) ≤
≤ AK
∫
Γ
ln(1 + |f∗(γ)|) ln+ ln(1 + |f∗(γ)|)σ(dγ) +AK,
ãäå K  íåêîòîðàß íåîòðèöàòåëüíàß êîíå÷íàß ïîñòîßííàß. Èç ïîñëåäíåãî
íåðàâåíñòâà ñëåäóåò êîíå÷íîñòü èíòåãðàëà â ëåâîé ÷àñòè, ÷òî ðàâíîñèëü-
íî ïðèíàäëåæíîñòè f êëàññó M , ïîñêîëüêó ln(1 + Mradf)  ìàæîðàíòà
ñåìåéñòâà {ln+ |f(rγ)|, γ ∈ Γ}0≤r<1.
Óòâåðæäåíèå (4) ïîëó÷àåòñß èç óòâåðæäåíèß (2) ïðèìåíåíèåì ê íåðà-
âåíñòâó (5.7) íåðàâåíñòâà Éåíñåíà äëß íåóáûâàþùåé è âûïóêëîé âíèç
ôóíêöèè ω.
(4) ⇒ (5) Ïîëàãàß â íåðàâåíñòâå (5.5) z = rζ è èíòåãðèðóß ïî ζ ∈ Γ
ïðè ôèêñèðîâàííîì r, 0 ≤ r < 1, èìååì∫
Γ
ω
(
ln(1 + |f(rζ)|))σ(dζ) ≤ ∫
Γ
ω
(
ln(1 + |f∗(γ)|))σ(dγ) ∫
Γ
P (rζ, γ)σ(dζ).
Èñïîëüçóß ñâîéñòâà ñèììåòðè÷íîñòè è íîðìèðîâàííîñòè (2.8) è (2.9) ßäðà
Ïóàññîíà, ïîëó÷àåì îöåíêó∫
Γ
ω
(
ln(1 + |f(rζ)|))σ(dζ) ≤ ∫
Γ
ω
(
ln(1 + |f∗(γ)|))σ(dγ),
îòêóäà
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lim
r→1−
∫
Γ
ω
(
ln(1 + |f(rζ)|))σ(dζ) ≤ ∫
Γ
ω
(
ln(1 + |f∗(γ)|))σ(dγ).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó òåîðåìû ÔàòóËåáåãà,∫
Γ
ω
(
ln(1 + |f∗(γ)|))σ(dγ) ≤ lim
r→1−
∫
Γ
ω
(
ln(1 + |f(rζ)|))σ(dζ).
Ïîñëåäíèå äâà íåðàâåíñòâà ïðèâîäßò ê (5.6).
Óòâåðæäåíèå (6) ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèß (5) ïî ñòàíäàðòíîé ïðåäåëü-
íîé òåîðåìå (ñì. [106, ñ. 28]).
Èìïëèêàöèè (3)⇒ (2) è (6)⇒ (1) òðèâèàëüíû.
Ñëåäñòâèå 5.2. Êàê ñëåäñòâèå ïóíêòà (3) òåîðåìû 5.1 ïîëó÷àåì óòî÷-
íåíèå âêëþ÷åíèß (5.1) ïðè α = 1 â âèäå
N lnN ⊂M ⊂ N∗ ⊂ N.
Ñëåäñòâèå 5.3. Äëß êàæäîé ôóíêöèè f êëàññà N lnN
|f | =
∫
Γ
ω
(
ln(1 + |f∗(γ)|))σ(dγ). (5.9)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèß ω
(
ln(1 + |f(z)|))  ïëþðèñóáãàðìîíè÷åñêàß â
îáëàñòè G, êàê êîìïîçèöèß ïëþðèñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè
t = ln |f(z)| è íåóáûâàþùåé âûïóêëîé âíèç ôóíêöèè ω(ln(1 + et)).
Ñîãëàñíî ëåììå 2 b) èç [130], èíòåãðàë â (5.3) ßâëßåòñß íåóáûâàþùåé
ôóíêöèåé r è, çíà÷èò, ñèìâîë sup â îïðåäåëåíèè (5.3) ìîæíî çàìåíèòü
ñèìâîëîì lim. Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñß óòâåðæäåíèåì (5) òåîðåìû 5.1.
Ñëåäñòâèå 5.4. Äëß êàæäîé ôóíêöèè f êëàññà N lnN ñïðàâåäëèâà îöåí-
êà
ln(1 + |f(z)|) ≤ ω−1
((
1 + |z|
1− |z|
)n
|f |
)
, z ∈ G. (5.10)
Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñß óòâåðæäåíèåì (4) òåîðåìû 5.1 è îöåíèì
ßäðî Ïóàññîíà â íåðàâåíñòâå (5.5) â âèäå
P (z, γ) ≤
(
1 + |z|
1− |z|
)n
, z ∈ G, γ ∈ Γ. (5.11)
Òîãäà
ω
(
ln(1 + |f(z)|)) ≤ (1 + |z|
1− |z|
)n ∫
Γ
ω
(
ln(1 + |f∗(γ)|))σ(dγ).
Ñ ó÷åòîì ñëåäñòâèß 5.3 ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî (5.10).
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Ñëåäñòâèå 5.5. Äëß êàæäîé ôóíêöèè f êëàññà N lnN ñïðàâåäëèâà îöåí-
êà
ω
(
ln(1 + |f(z)|)) = o(1 + |z|
1− |z|
)n
ïðè |z| → 1− . (5.12)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñâîéñòâó èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè
ω(ln(1 + |f∗(γ)|)) (òåîðåìà 5.1) è ñâîéñòâó àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè èí-
òåãðàëà Ëåáåãà, äëß ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî íåðàâåíñòâî∫
E
ω
(
ln(1 + |f∗(γ)|))σ(dγ) < ε (5.13)
ñïðàâåäëèâî äëß ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà E ⊆ Γ ìåðû σE < δ.
Ïî íåðàâåíñòâó ×åáûøåâà, äëß ýòîãî δ > 0 íàéäåòñß òàêîå K ∈ N, ÷òî
ìíîæåñòâî EK = {γ ∈ Γ | ω(ln(1 + |f∗(γ)|)) ≥ K} èìååò ìåðó σEK < δ.
Îïèðàßñü íà óòâåðæäåíèå (4) òåîðåìû 5.1 è îöåíêó (5.11), èìååì
ω
(
ln(1 + |f(z)|)) ≤ ( ∫
EK
+
∫
Γ\EK
)
P (z, γ)ω
(
ln(1 + |f∗(γ)|))σ(dγ) ≤
≤
(
1 + |z|
1− |z|
)n ∫
EK
ω
(
ln(1 + |f∗(γ)|))σ(dγ) +K ∫
Γ
P (z, γ)σ(dγ), z ∈ G.
(5.14)
Ïîäñòàâëßß â ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (5.14) îöåíêó (5.13) äëß E = EK
è èñïîëüçóß ñâîéñòâî íîðìèðîâàííîñòè (2.9) ßäðà Ïóàññîíà, ïîëó÷àåì
ω
(
ln(1 + |f(z)|)) < ε(1 + |z|
1− |z|
)n
+K, z ∈ G,
÷òî, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0, ðàâíîñèëüíî (5.12).
Ñëåäñòâèå 5.6. Ñâîéñòâà ñõîäèìîñòè è ôóíäàìåíòàëüíîñòè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé ïî ìåòðèêå ρ íå ñëàáåå, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ñâîéñòâ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè è ðàâíîìåðíîé ôóíäàìåí-
òàëüíîñòè íà êîìïàêòàõ âíóòðè G. Îáðàòíî, èç ñâîéñòâ ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòè è ðàâíîìåðíîé ôóíäàìåíòàëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãî-
ëîìîðôíûõ ôóíêöèé â îáëàñòè G ñëåäóþò ñâîéñòâà ñõîäèìîñòè è ôóí-
äàìåíòàëüíîñòè ïî ìåòðèêå ρ ñîîòâåòñòâåííî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðßìîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç îöåí-
êè ñëåäñòâèß 5.4. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî.
Ñëåäñòâèå 5.7. Ïóñòü f ∈ N lnN è fr(z) = f(rz), z ∈ G, 0 ≤ r < 1.
Òîãäà fr → f ïðè r → 1− ïî ìåòðèêå ρ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó
ω
(
ln(1 + |fr(γ)− f∗(γ)|)
) ≤ ω(ln(1 + |fr(γ)|))+ ω(ln(1 + |f∗(γ)|)), γ ∈ Γ,
èñïîëüçîâàííîìó âûøå, â ïàðàãðàôå 5.1, ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñâîéñòâà
(3) ôóíêöèè (5.3), è óòâåðæäåíèþ (6) òåîðåìû 5.1, ñåìåéñòâî ôóíêöèé
{ω(ln(1 + |fr(γ) − f∗(γ)|)), γ ∈ Γ}0≤r<1 èìååò ðàâíîñòåïåííî àáñîëþòíî
íåïðåðûâíûå èíòåãðàëû íà Γ . Òàê êàê fr(γ) → f∗(γ) ïðè r → 1− äëß
ïî÷òè âñåõ γ ∈ Γ , òî ïî ñòàíäàðòíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå (ñì. [106, ñ. 28])∫
Γ
ω
(
ln(1 + |fr(γ)− f∗(γ)|)
)
σ(dγ)→ 0 ïðè r → 1−,
òî åñòü (ñì. ñëåäñòâèå 5.3 è ôîðìóëó (5.4)) ρ(fr, f)→ 0 ïðè r → 1−.
Ñëåäñòâèå 5.8. Àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ïëîòíû â ïðîñòðàíñòâå
N lnN , à ñëåäîâàòåëüíî, N lnN  ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñëåäñòâèþ 5.7 â ïðîñòðàíñòâå N lnN ïëîòíû ôóíê-
öèè, ãîëîìîðôíûå íà çàìûêàíèè G. Ñòàíäàðòíûìè ðàññóæäåíèßìè, èñ-
ïîëüçóþùèìè èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó Êîøè (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ñëåä-
ñòâèß 2.10), ïîêàçûâàåòñß, ÷òî òàêèå ôóíêöèè ðàâíîìåðíî â G ïðèáëè-
æàþòñß ìíîãî÷ëåíàìè è, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 5.6, ìíîãî÷ëåíû ïëîòíû
â N lnN . Ñåïàðàáåëüíîñòü N lnN ñëåäóåò èç òîãî ñâîéñòâà, ÷òî ìíîãî-
÷ëåíû ñ ïðîèçâîëüíûìè êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðèáëèæàþòñß
ðàâíîìåðíî â G (à çíà÷èò, è ïî ìåòðèêå ρ) ìíîãî÷ëåíàìè ñ êîìïëåêñíî-
ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñ÷åòíî.
5.3. N lnN êàê F -ïðîñòðàíñòâî
Òåîðåìà 5.9. Êëàññ N lnN ßâëßåòñß F -ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî
ìåòðèêè ρ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâà çàìêíóòîñòè êëàññàN lnN îòíîñèòåëüíî îïå-
ðàöèé ïîòî÷å÷íîãî ñëîæåíèß è óìíîæåíèß ôóíêöèé íà ÷èñëî ñëåäóþò
èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëß ôóíêöèè (5.3) (ñâîéñòâî (3) â ïàðàãðà-
ôå 5.1), ñïðàâåäëèâîãî äëß âñåõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â G, è âûòåêàþ-
ùåãî èç íåãî íåðàâåíñòâà
|λf | ≤ (1 + |λ|)|f |, λ ∈ C.
Íà îñíîâàíèè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì òàêæå ñâîéñòâî (2)
F -ïðîñòðàíñòâà (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.6), ïîñêîëüêó èç
ρ(fk, 0) = |fk| → 0 ñëåäóåò ρ(λfk, 0) = |λfk| ≤ (1 + |λ|)|fk| → 0 äëß êàæ-
äîãî λ ∈ C. Ñâîéñòâî (1) äëß ìåòðèêè ρ  ïðßìîå ñëåäñòâèå åå îïðåäå-
ëåíèß (5.4). ×òîáû äîêàçàòü ñâîéñòâî (3) F -ïðîñòðàíñòâà, ïðåäïîëîæèì,
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÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (λk)  áåñêîíå÷íî ìàëàß è
f ∈ N lnN . Òîãäà äëß âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ íàòóðàëüíûõ k âûïîëíå-
íî |λk| ≤ 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ω(ln(1 + |λkf∗|)) ≤ ω(ln(1 + |f∗|)). Ó÷èòûâàß
ïðèíàäëåæíîñòü ω(ln(1 + |f∗|)) ∈ L 1(Γ, σ), ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {ω(ln(1 + |λkf∗|)), γ ∈ Γ}k∈N èìååò èíòåãðèðóåìóþ ìàæîðàíòó. Òàê
êàê λk → 0, òî ω(ln(1 + |λkf∗|)) → 0 ïî÷òè âñþäó íà Γ . Ïî ïðåäåëüíîé
òåîðåìå Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè,∫
Γ
ω
(
ln(1 + |λkf∗(γ)|)
)
σ(dγ)→ 0 ïðè k → +∞;
äðóãèìè ñëîâàìè (ñì. ñëåäñòâèå 5.3), ρ(λkf, 0)→ 0.
Òåïåðü äîêàæåì ïîëíîòó ïðîñòðàíñòâà N lnN îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè
ρ. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fk)k∈N ⊂ N lnN ôóíäàìåíòàëüíà ïî ìåòðè-
êå ρ. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 5.6, îíà ôóíäàìåíòàëüíà â ìåòðèêå ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ âíóòðè G. Ïîýòîìó (fk) ñõîäßòñß ê íåêîòîðîé
ïðåäåëüíîé ôóíêöèè f ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ â G è, ïî ïåðâîé òåîðå-
ìå Âåéåðøòðàññà, ôóíêöèß f ãîëîìîðôíà â G. Ïîêàæåì, ÷òî f ∈ N lnN
è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fk) ñõîäèòñß ê ôóíêöèè f â ìåòðèêå ρ. Èç ñâîéñòâà
ôóíäàìåíòàëüíîñòè (fk) ïî ìåòðèêå ρ äëß ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñß òàêîå
K ∈ N, ÷òî ρ(fk, fl) ≤ ε äëß âñåõ k, l ≥ K. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ | · |
(ñì. (5.3)),∫
Γ
ω
(
ln(1 + |fk(rγ)− fl(rγ)|)
)
σ(dγ) ≤ ε, 0 ≤ r < 1, k, l ≥ K.
Ïîñêîëüêó ñõîäèìîñòü fl → f ðàâíîìåðíà íà ìíîæåñòâå rΓ = {rγ |
γ ∈ Γ}, òî, óñòðåìëßß â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå l ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè
ôèêñèðîâàííîì r, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî∫
Γ
ω
(
ln(1 + |fk(rγ)− f(rγ)|)
)
σ(dγ) ≤ ε, 0 ≤ r < 1, k ≥ K,
èç êîòîðîãî, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè r, 0 ≤ r < 1, çàêëþ÷àåì, ÷òî
|fk − f | ≤ ε, k ≥ K, è, â ÷àñòíîñòè, fK − f ∈ N lnN . Ñîãëàñíî ñâîéñòâó
ëèíåéíîñòè ïðîñòðàíñòâà N lnN îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî f ∈ N lnN . Áîëåå
òîãî, âûøå äîêàçàíî, ÷òî ε ≥ |fk − f | = ρ(fk, f) äëß ëþáîãî ε > 0 è âñåõ
k ≥ K, K = K(ε), è, çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fk) ñõîäèòñß ê ôóíê-
öèè f ïî ìåòðèêå ρ. Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíà ïîëíîòà ïðîñòðàíñòâà
N lnN .
5.4. N lnN êàê F -àëãåáðà
Èñïîëüçóß äîêàçàííóþ òåîðåìó 5.9, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî
N lnN â äåéñòâèòåëüíîñòè ßâëßåòñß F -àëãåáðîé.
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Òåîðåìà 5.10. Â F -ïðîñòðàíñòâå N lnN ìîæíî ââåñòè àëãåáðàè÷åñêóþ
îïåðàöèþ óìíîæåíèß, ïðåâðàùàþùóþ N lnN â ôóíêöèîíàëüíóþ àëãåáðó,
è ýòà îïåðàöèß íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëß òîãî ÷òîáû ïîêàçàòü çàìêíóòîñòü N lnN îòíî-
ñèòåëüíî îïåðàöèè ïîòî÷å÷íîãî óìíîæåíèß ôóíêöèé, çàìåòèì, ÷òî äëß
ôóíêöèè ω(t) = t ln(e+ t), t ≥ 0, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
ω(t+ s) ≤ 4(ω(t) + ω(s)), t, s ≥ 0, (5.15)
âûâîäèìîå èç íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðßåìîãî íåðàâåíñòâà ω(2t) ≤ 2ω(t),
t ≥ 0, ñòàíäàðòíûìè ðàññóæäåíèßìè, ñâßçàííûìè ñ max(t, s). Ïîýòîìó
äëß õàðàêòåðèñòèêè | · | âûïîëíßåòñß íåðàâåíñòâî
|fg| ≤ 4(|f |+ |g|), (5.16)
îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî åñëè ôóíêöèè f è g ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó
N lnN , òî è èõ ïðîèçâåäåíèå fg òàêæå ëåæèò â N lnN . Íåòðóäíî ïðî-
âåðèòü, ÷òî ââåäåííàß îïåðàöèß óìíîæåíèß âìåñòå ñ ëèíåéíûìè îïåðà-
öèßìè F -ïðîñòðàíñòâà N lnN ïðåâðàùàåò N lnN â ôóíêöèîíàëüíóþ àë-
ãåáðó, è äëß ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàöèß
óìíîæåíèß íåïðåðûâíà â ìåòðèêå ρ.
Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî íåïðåðûâíîñòü óìíîæåíèß ïî ñîâîêóïíîñòè àð-
ãóìåíòîâ (åñëè fm → f ïðè m → ∞ è gk → g ïðè k → ∞ â ìåòðèêå ρ,
òî fmgk → fg ïðè m, k → ∞ ïî ìåòðèêå ρ) ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè ïî
êàæäîìó àðãóìåíòó â îòäåëüíîñòè, òî åñòü èç òîãî, ÷òî fmg → fg äëß
êàæäîé ôèêñèðîâàííîé g ∈ N lnN è fgk → fg äëß êàæäîé ôèêñèðî-
âàííîé f ∈ N lnN , åñëè fm → f è gk → g ïðè m è k → ∞ â ìåòðèêå ρ.
Äåéñòâèòåëüíî, äëß ëþáûõ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (fm), (gk) ⊂ N lnN ,
ñõîäßùèõñß ê ôóíêöèßì f, g ∈ N lnN ñîîòâåòñòâåííî, ñïðàâåäëèâû íåðà-
âåíñòâà
|fmgk − fg| ≤ |(fm − f)(gk − g)|+ |(fm − f)g|+ |f(gk − g)| ≤
≤ 4|fm − f |+ 4|gk − g|+ |(fm − f)g|+ |f(gk − g)|,
ãäå èñïîëüçîâàíû íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëß | · | è íåðàâåíñòâî (5.16),
ïîýòîìó åñëè ρ(fmg, fg) = |(fm − f)g| → 0 è ρ(fgk, fg) = |f(gk − g)| → 0
ïðè m è k →∞, òî è |fmgk − fg| = ρ(fmgk, fg)→ 0.
Ïîêàæåì, íàïðèìåð, íåïðåðûâíîñòü îïåðàöèè óìíîæåíèß ïî âòîðîìó
àðãóìåíòó ïðè ôèêñèðîâàííîì ïåðâîì, îòêóäà, â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè
óìíîæåíèß, áóäåò ñëåäîâàòü íåïðåðûâíîñòü è ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó (ïðè
ôèêñèðîâàííîì âòîðîì). Äëß ýòîãî ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ
f èç êëàññà N lnN è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (gk), ñõîäßùóþñß ê g ïðè k →∞
ïî ìåòðèêå ρ. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ (2) òåîðåìû 5.1 è ñâîéñòâó àáñîëþò-
íîé íåïðåðûâíîñòè èíòåãðàëà Ëåáåãà, äëß ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå
δ > 0, ÷òî äëß âñåõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ E íà Γ ñ ìåðîé σE < δ ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî
5.4. N lnN êàê F -àëãåáðà 75∫
E
ω
(
ln(1 + |f∗(γ)|))σ(dγ) < ε
8
. (5.17)
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîæåñòâà Eλ = {γ ∈ Γ | |f∗(γ)| ≥ λ}, λ > 0, èçìåðèìû
è, â ñèëó íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà, èìåþò ìåðó
σEλ ≤ 1
ω(ln(1 + λ))
∫
Γ
ω
(
ln(1 + |f∗(γ)|))σ(dγ) = |f |
ω(ln(1 + λ))
,
ïîýòîìó íàéäåòñß òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî l, ÷òî σEl < δ. Òîãäà äëß
ëþáîãî k ∈ N èìååì
|f(gk − g)| =
∫
Γ
ω
(
ln(1 + |f∗(γ)(g∗k(γ)− g∗(γ))|)
)
σ(dγ) =
=
(∫
El
+
∫
Γ\El
)
ω
(
ln(1 + |f∗(γ)(g∗k(γ)− g∗(γ))|)
)
σ(dγ) ≤
≤ 4
∫
El
ω
(
ln(1 + |f∗(γ)|))σ(dγ) + 4 ∫
El
ω
(
ln(1 + |g∗k(γ)− g∗(γ)|)
)
σ(dγ)+
+
∫
Γ\El
ω
(
ln(1 + l|g∗k(γ)− g∗(γ)|)
)
σ(dγ) ≤ 4
∫
El
ω
(
ln(1 + |f∗(γ)|))σ(dγ)+
+ max(4, l)
∫
Γ
ω
(
ln(1 + |g∗k(γ)− g∗(γ)|)
)
σ(dγ) <
ε
2
+ max(4, l)|gk − g|,
ãäå ìû ïîñëåäîâàòåëüíî âîñïîëüçîâàëèñü íåðàâåíñòâàìè (5.15),
ω(ln(1 + lx)) ≤ lω(ln(1 + x)), x ≥ 0, l ∈ N, è (5.17). Òàê êàê gk → g ïðè
k →∞ ïî ìåòðèêå ρ, òî äëß âñåõ k ∈ N, íà÷èíàß ñ íåêîòîðîãî K, âûïîë-
íåíî ρ(gk, g) = |gk − g| < ε/max(8, 2l), îòêóäà
ρ(fgk, fg) = |f(gk − g)| < ε/2 + ε/2 = ε,
òî åñòü fgk → fg ïðè k →∞ ïî ìåòðèêå ρ.
Íåïðåðûâíîñòü óìíîæåíèß (à ñ íåé è âñß òåîðåìà) äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 5.11. Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ñáîðíèêå [6]
è â ñòàòüå [9].

6Ìíîãîìåðíûé âàðèàíò òåîðåìû
Õèí÷èíàÎñòðîâñêîãî
Â ãëàâå äîêàçûâàåòñß ìíîãîìåðíûé âàðèàíò òåîðåìû Õèí÷èíà
Îñòðîâñêîãî è ïðèâîäèòñß åå ïðèìåíåíèå äëß õàðàêòåðèñòèêè êîìïàêò-
íûõ ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâå M .
6.1. Ìíîãîìåðíàß òåîðåìà Õèí÷èíàÎñòðîâñêîãî
Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fk) ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé
â îáëàñòè G óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ∫
Γ
ln+ |fk(rζ)|σ(dζ) ≤ C < +∞, k ∈ N, 0 ≤ r < 1, (6.1)
ñ íåêîòîðîé ïîñòîßííîé C ≥ 0, è, êðîìå òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
äîïóñòèìûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ôóíêöèé fk ñõîäèòñß ïî ìåðå íà ìíî-
æåñòâå E ïîëîæèòåëüíîé ìåðû íà Γ .
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fk) ñõîäèòñß ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîì-
ïàêòå èç G ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f êëàññà N(G).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì ñíà÷àëà ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèß
òåîðåìû â ñëó÷àå, êîãäà ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fk(ζ)) ïðåäåëüíàß ôóíê-
öèß ϕ(ζ) ≡ 0, ζ ∈ E.
Äëß èíâàðèàíòíîãî â G êîìïëåêñíîãî ßäðà Ïóàññîíà P (z, ζ), z ∈ G,
ζ ∈ Γ (ñì. (1.12) è (1.13)) ñïðàâåäëèâû îöåíêè(
1− |z|
1 + |z|
)n
≤ P (z, ζ) ≤
(
1 + |z|
1− |z|
)n
, z ∈ G, ζ ∈ Γ (6.2)
(ñì. [139]). Âîñïîëüçóåìñß ñâîéñòâîì ïëþðèñóáãàðìîíè÷íîñòè ëîãàðèôìà
ìîäóëß ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè, ñîãëàñíî êîòîðîìó
ln |fk(z)| ≤
∫
Γ
ln |fk(Rζ)|P
( z
R
, ζ
)
σ(dζ), |z| < R < 1,
78 6. Ìíîãîìåðíûé âàðèàíò òåîðåìû Õèí÷èíàÎñòðîâñêîãî
äëß âñåõ òàêèõ íîìåðîâ k, ÷òî fk(z) 6≡ 0 â G. Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ ln |t|
â ýòîé îöåíêå â âèäå 2 ln+ |t| − | ln |t||, t ∈ C. Òîãäà, ñ ó÷åòîì (6.2), èìååì
ln |fk(z)| ≤ 2
(
R+ |z|
R− |z|
)n ∫
Γ
ln+ |fk(Rζ)|σ(dζ)−
−
(
R− |z|
R+ |z|
)n ∫
Γ
∣∣ln |fk(Rζ)|∣∣σ(dζ), |z| < R,
îòêóäà ïðè R→ 1−, ñîãëàñíî ëåììå Ï.Ôàòó, ïîëó÷èì îöåíêó
ln |fk(z)| ≤ 2
(
1 + |z|
1− |z|
)n
lim
R→1−
∫
Γ
ln+ |fk(Rζ)|σ(dζ)−
−
(
1− |z|
1 + |z|
)n ∫
Γ
∣∣ln |fk(ζ)|∣∣σ(dζ), z ∈ G. (6.3)
Òàê êàê, ïî óñëîâèþ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fk(ζ)) ñõîäèòñß ïî ìåðå ê ôóíê-
öèè ϕ(ζ) ≡ 0 íà ìíîæåñòâå E ïîëîæèòåëüíîé ìåðû íà Γ , òî ïî ëåììå
Ï.Ôàòó ïîñëåäíèé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (6.3) ðàñõîäèòñß ê +∞ ïðè
k →∞. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñïðàâåäëèâî (6.1), ïîýòîìó èç (6.3) ñëåäóåò, ÷òî
ln |fk(z)| ⇒ −∞ ïðè k → ∞ ðàâíîìåðíî íà êàæäîì ìíîæåñòâå |z| ≤ R,
0 ≤ R < 1. Äðóãèìè ñëîâàìè, fk(z) ⇒ 0 ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîìïàêòå
èç G.
Ðàññìîòðèì òåïåðü îáùèé ñëó÷àé, êîãäà lim
k→∞
fk(ζ) = ϕ(ζ) 6≡ 0, ζ ∈ E.
Äëß ëþáûõ äâóõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (fµi(z)) è (fνi(z)) ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè (fk(z)) ïðåäåëüíàß ôóíêöèß lim
i→∞
(
fµi(ζ) − fνi(ζ)
)
= 0, ζ ∈ E.
Ñîãëàñíî ðàññìîòðåííîìó âûøå ñëó÷àþ, fµi(z)− fνi(z)⇒ 0 ïðè i→ +∞
ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîìïàêòå â G. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(fk(z)) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñß íà êîìïàêòàõ èç G ê íåêîòîðîé ãîëîìîðôíîé
ôóíêöèè f(z), ïðèíàäëåæàùåé N(G) â ñèëó óñëîâèß (6.1).
Îïèðàßñü íà òåîðåìó 6.1, óêàæåì åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî õîðîøî
èçâåñòíîãî ñâîéñòâà åäèíñòâåííîñòè ôóíêöèé èç êëàññà Îñòðîâñêîãî
Íåâàíëèííû.
Ñëåäñòâèå 6.2. Åñëè ãðàíè÷íûå çíà÷åíèß ôóíêöèè f ∈ N(G) ðàâíû
íóëþ íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû íà Γ , òî f ≡ 0 â G.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì fk(z) = f((1−1/k)z), z ∈ G, k ∈ N. Òàê êàê
f ∈ N(G), òî äëß (fk(z)) âûïîëíßåòñß óñëîâèå (6.1), è òàê êàê f(ζ) = 0
íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå E ïîëîæèòåëüíîé ìåðû íà Γ , òî fk(ζ) → 0 äëß
âñåõ ζ ∈ E. Ñîãëàñíî ïåðâîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 6.1, fk(z)⇒ 0
ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîìïàêòå èç G. Òàê êàê fk(z) = f((1−1/k)z)→ f(z)
ïðè k →∞ äëß êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî z ∈ G, òî f(z) ≡ 0 âíóòðè G.
Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ñõåìû äîêàçàòåëüñòâ òåîðåìû 6.1 è ñëåäñòâèß
ê íåé ñîâïàäàþò â îäíîìåðíîì è ìíîãîìåðíîì ñëó÷àßõ (ñì. [53], [112]).
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6.2. Óòî÷íåíèå òåîðåìû Õèí÷èíàÎñòðîâñêîãî
Äëß îäíîìåðíîãî ñëó÷àß (n = 1) òåîðåìó Õèí÷èíàÎñòðîâñêîãî óòî÷-
íèë Ã.Ö.Òóìàðêèí  äîïîëíèòåëüíûì óòâåðæäåíèåì î ñõîäèìîñòè (fk(ζ))
ê f(ζ) ïðè k →∞ ïî ìåðå íà ìíîæåñòâå E (ñì. [41, ãë. II, 7]).
Òåîðåìà 6.3. Â óñëîâèßõ òåîðåìû 6.1 äîïóñòèìûå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèß
ôóíêöèé fk ñõîäßòñß íà E ïî ìåðå ê äîïóñòèìûì ãðàíè÷íûì çíà÷åíèßì
ôóíêöèè f , ïðåäåëüíîé äëß ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fk) âíóòðè îáëàñòè G.
Òåõíè÷åñêóþ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû âûäåëèì â ñëåäóþùóþ ëåì-
ìó.
Ëåììà 6.4. Ïóñòü äëß ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fk) âûïîëíåíû óñëîâèß òåî-
ðåìû 6.1 è äëß ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N > 1 âûáðàíà îãðàíè÷åííàß ãîëî-
ìîðôíàß â G ôóíêöèß FNE (z), óäîâëåòâîðßþùàß ñâîéñòâàì:
(1) |FNE (ζ)| = N ïî÷òè âñþäó íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè V
ìíîæåñòâà E;
(2) |FNE (ζ)| = 1 ïî÷òè âñþäó íà äîïîëíåíèè Γ ê V ; è
(3) σ(V \ E) < 1/(3 lnN).
Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîßííàß C1, çàâèñßùàß òîëüêî îò ïîñòîßííîé
C èç óñëîâèß (6.1) è íå çàâèñßùàß îò N , è òàêîå íàòóðàëüíîå K(N),
÷òî îöåíêà ∫
Γ
ln+
∣∣FNE (rζ)[fk(rζ)− fl(rζ)]∣∣σ(dζ) ≤ C1 (6.4)
ñïðàâåäëèâà äëß âñåõ k, l ≥ K(N) è âñåõ 0 ≤ r < 1.
Äîêàçàòåëüñòâî (ëåììû). Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ìî-
äóëß äëß îãðàíè÷åííûõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé ôóíêöèß FNE (z) îãðàíè÷å-
íà â îáëàñòè G ïî ìîäóëþ êîíñòàíòîé N . Èç ñõîäèìîñòè ïî ìåðå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè (fk(ζ)) íà E âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî èíäåêñà K(N),
÷òî σ{ζ ∈ E | |fk(ζ) − fl(ζ)| ≥ 1/N} < 1/(3 lnN) äëß âñåõ k, l ≥ K(N).
Äëß ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ íàòóðàëüíûõ N > 1 è k, l ≥ K(N) îáîçíà-
÷èì Ek,lN ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ζ ∈ E, â êîòîðûõ |fk(ζ) − fl(ζ)| < 1/N .
Òàê êàê ôóíêöèè fk, fl è FNE èìåþò ïî÷òè âñþäó íà Γ ðàäèàëüíûå ïðå-
äåëû, òî ïî òåîðåìå Ä.Ô.Åãîðîâà íà Γ ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííîå ìíîæå-
ñòâî Hk,lN ñ σ(Γ \ Hk,lN ) < 1/(3 lnN), íà êîòîðîì ðàäèàëüíàß ñõîäèìîñòü
FNE (rζ)[fk(rζ) − fl(rζ)] → FNE (ζ)[fk(ζ) − fl(ζ)] ïðè r → 1− ßâëßåòñß ðàâ-
íîìåðíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè r → 1−∫
Hk,lN
ln+
∣∣FNE (rζ)[fk(rζ)−fl(rζ)]∣∣σ(dζ)→ ∫
Hk,lN
ln+
∣∣FNE (ζ)[fk(ζ)−fl(ζ)]∣∣σ(dζ).
(6.5)
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Äëß îöåíêè èíòåãðàëà (6.4) ðàçîáüåì åãî íà äâà ñëàãàåìûõ ïî ìíîæå-
ñòâàì Hk,lN è Γ \ Hk,lN . Èíòåãðàë ïî ìíîæåñòâó Γ \ Hk,lN îöåíèâàåòñß íà
îñíîâàíèè íåðàâåíñòâ |FNE (z)| ≤ N è σ(Γ \Hk,lN ) < 1/(3 lnN):∫
Γ\Hk,lN
ln+
∣∣FNE (rζ)[fk(rζ)− fl(rζ)]∣∣σ(dζ) ≤
≤
∫
Γ\Hk,lN
ln+
∣∣N [fk(rζ)− fl(rζ)]∣∣σ(dζ) ≤
≤
∫
Γ\Hk,lN
lnN σ(dζ) +
∫
Γ\Hk,lN
ln+ |fk(rζ)− fl(rζ)|σ(dζ) ≤
≤ 1
3
+
∫
Γ\Hk,lN
ln+ |fk(rζ)− fl(rζ)|σ(dζ) (6.6)
äëß âñåõ 0 ≤ r < 1.
Îöåíêà äðóãîé ÷àñòè èíòåãðàëà (6.4) ïî ìíîæåñòâó Hk,lN îïèðàåòñß íà
óòâåðæäåíèå (6.5), ñîãëàñíî êîòîðîìó äëß ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå
r0 ∈ [0, 1), ÷òî∫
Hk,lN
ln+
∣∣FNE (rζ)[fk(rζ)− fl(rζ)]∣∣σ(dζ) ≤
≤
∫
Hk,lN
ln+
∣∣FNE (ζ)[fk(ζ)− fl(ζ)]∣∣σ(dζ) + ε (6.7)
äëß âñåõ r0 < r < 1.
Ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî óñëîâèßì (1) è (2), ln+
∣∣FNE (ζ)[fk(ζ) − fl(ζ)]∣∣ = 0
ïî÷òè âñþäó íà ìíîæåñòâå Hk,lN ∩ Ek,lN è |FNE (ζ)| = 1 ïî÷òè âñþäó íà
Hk,lN ∩ (Γ \ V ), òî∫
Hk,lN
ln+
∣∣FNE (ζ)[fk(ζ)− fl(ζ)]∣∣σ(dζ) ≤ ∫
Hk,lN ∩(Γ\V )
ln+ |fk(ζ)− fl(ζ)|σ(dζ)+
+
∫
Hk,lN ∩(V \Ek,lN )
lnN σ(dζ) +
∫
Hk,lN ∩(V \Ek,lN )
ln+ |fk(ζ)− fl(ζ)|σ(dζ).
Ñîãëàñíî óñëîâèþ (3),
σ(V \ Ek,lN ) ≤ σ(V \ E) + σ(E \ Ek,lN ) < 1/(3 lnN) + 1/(3 lnN) = 2/(3 lnN),
à ñëåäîâàòåëüíî,
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Hk,lN
ln+
∣∣FNE (ζ)[fk(ζ)− fl(ζ)]∣∣σ(dζ) ≤ ∫
Hk,lN
ln+ |fk(ζ)− fl(ζ)|σ(dζ) + 2
3
≤
≤ 2
3
+ lim
r→1−
∫
Hk,lN
ln+
∣∣fk(rζ)− fl(rζ)∣∣σ(dζ), (6.8)
â êîòîðîì âòîðîå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî â ñèëó ïðåäåëüíîãî íåðàâåí-
ñòâà ÔàòóËåáåãà).
Îáúåäèíßß îöåíêè (6.6), (6.7), (6.8) è ïåðåõîäß ê âåðõíåìó ïðåäåëó
ïðè r → 1−, ïîëó÷àåì
lim
r→1−
∫
Γ
ln+
∣∣FNE (rζ)[fk(rζ)− fl(rζ)]∣∣σ(dζ) ≤ 1 + ε+
+lim
r→1−
∫
Γ\Hk,lN
ln+ |fk(rζ)−fl(rζ)|σ(dζ)+lim
r→1−
∫
Hk,lN
ln+ |fk(rζ)−fl(rζ)|σ(dζ) ≤
≤ 1 + ε+ lim
r→1−
∫
Γ
ln+ |fk(rζ)− fl(rζ)|σ(dζ). (6.9)
Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ñ ε = 0,
è ïîýòîìó åãî ëåâàß ÷àñòü íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà 2C+ln 2+1, ñ êîíñòàíòîé
C èç íåðàâåíñòâà (6.1). Òàê êàê ëîãàðèôì ìîäóëß ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè
ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ïëþðèñóáãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ, òî èíòåãðàë â ëå-
âîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (6.9) îêàçûâàåòñß íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé îò r;
ñëåäîâàòåëüíî,∫
Γ
ln+
∣∣FNE (rζ)[fk(rζ)− fl(rζ)]∣∣σ(dζ) ≤ 2C + ln 2 + 1 < 2C + 2 ≡ C1
äëß âñåõ 0 ≤ r < 1, ÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå (6.4).
Äîêàçàòåëüñòâî (òåîðåìû 6.3). Ñîãëàñíî [116, òåîðåìà 3.5.3] è [118, òåî-
ðåìà 19.1.4], äëß ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà V íà Γ è ëþáîãî ÷èñ-
ëà N > 1 ñóùåñòâóåò ôóíêöèß TNV (z), èìåþùàß äîïóñòèìûå ïðåäå-
ëû ñ |TNV (ζ)| = N ïî÷òè âñþäó íà V è |TNV (ζ)| = 1 ïî÷òè âñþäó íà
Γ \ V . Âûáèðàß òàêóþ îòêðûòóþ îêðåñòíîñòü V ìíîæåñòâà E, ÷òîáû
σ(V \ E) < 1/(3 lnN), âèäèì, ÷òî ôóíêöèß FNE (z) ≡ TNV (z) óäîâëåòâî-
ðßåò óñëîâèßì ëåììû.
Ïðèìåíßß ê ýòîé ôóíêöèè ëåììó, ïîëó÷àåì îöåíêó (6.4) ñ ïîñòîßííîé
C1, íå çàâèñßùåé îò N . Óñòðåìëßß l ê ∞ â (6.4) ïðè ôèêñèðîâàííîì r,
0 ≤ r < 1, è èñïîëüçóß òåîðåìó 6.1, èìååì∫
Γ
ln+
∣∣FNE (rζ)[fk(rζ)− f(rζ)]∣∣σ(dζ) ≤ C1, k ≥ K(N), (6.10)
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ñ ïðåäåëüíîé äëß (fk(z)) ôóíêöèåé f(z) â îáëàñòè G.
Âñïîìèíàß, ÷òî |FNE (ζ)| = N äëß ïî÷òè âñåõ ζ ∈ E ⊆ V , è óñòðåìëßß
r ê 1 ñëåâà ïðè ôèêñèðîâàííîì k ≥ K(N) â íåðàâåíñòâå (6.10), ñ ó÷åòîì
ïðåäåëüíîé òåîðåìû Ï.Ôàòó, ïðèõîäèì ê îöåíêå∫
E
ln+
[
N |fk(ζ)− f(ζ)|
]
σ(dζ) ≤
≤
∫
Γ
ln+
∣∣FNE (ζ)[fk(ζ)− f(ζ)]∣∣σ(dζ) ≤ C1, k ≥ K(N). (6.11)
Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó ×åáûøåâà è (6.11), äëß ëþáîãî δ > 0 ñ Nδ > 1
ñïðàâåäëèâî
σ{ζ ∈ E | |fk(ζ)− f(ζ)| ≥ δ} ≤
≤ 1
ln(Nδ)
∫
E
ln+
[
N |fk(ζ)− f(ζ)|
]
σ(dζ) ≤ C1
ln(Nδ)
ïðè âñåõ k ≥ K(N), â êîòîðîì ïðàâóþ ÷àñòü ìîæíî ñäåëàòü ìåíüøå ëþ-
áîãî ÷èñëà ε > 0, âûáèðàß N äîñòàòî÷íî áîëüøèì. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò,
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fk(ζ)) ñõîäèòñß ê f(ζ) ïî ìåðå íà ìíîæåñòâå E.
Çàìå÷àíèå 6.5. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (n = 1) äîêàçàòåëüñòâî ëåììû çíà-
÷èòåëüíî óïðîùàåòñß, ïîñêîëüêó âìåñòî îêðåñòíîñòè V ìîæíî âçßòü ñàìî
ìíîæåñòâî E, à â êà÷åñòâå ôóíêöèè FNE ðàññìîòðåòü ýêñïîíåíòó îò ãîëî-
ìîðôíîé ôóíêöèè, äåéñòâèòåëüíàß ÷àñòü êîòîðîé êðàòíà ãàðìîíè÷åñêîé
ìåðå ìíîæåñòâà E ñ êîýôôèöèåíòîì lnN (ñì. [41, ãë. II, 7]).
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6.3.1. Ìàêñèìàëüíûé âàðèàíò òåîðåìû Õèí÷èíàÎñòðîâñêîãî
Íàïîìíèì, ÷òî äëß ïðîèçâîëüíûõ ζ ∈ Γ è α > 1 ìíîæåñòâà
Dα(ζ) = {z ∈ Bn | |1− 〈z, ζ〉| < α(1− |z|)},
ãäå 〈z, w〉 îáîçíà÷àåò îáû÷íîå ýðìèòîâî ñêàëßðíîå ïðîèçâåäåíèå â Cn, íà-
çûâàþò äîïóñòèìûìè îáëàñòßìè ïî Êîðàíüè â Bn. Â ñëó÷àå ïîëèêðóãà Un
äëß ζ = (ζ1, . . . , ζn) ∈ Tn è α > 1 ïîä äîïóñòèìûìè îáëàñòßìè ïîíèìàþò
ìíîæåñòâà
Dα(ζ) = {z ∈ Dα(ζ1)× . . .×Dα(ζn) | 1/α < 1− |zk|
1− |zl| < α, 1 ≤ k, l ≤ n},
ãäå Dα(ζk) = {z ∈ C | |1 − zζ¯k| < α(1 − |z|)}, 1 ≤ k ≤ n. Ñèìâîë | · |N
îáîçíà÷àåò ñòàíäàðòíóþ ÷èñëîâóþ õàðàêòåðèñòèêó â ïðîñòðàíñòâå N .
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Òåîðåìà 6.6. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fk) ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â
îáëàñòè G óäîâëåòâîðßåò óñëîâèßì: (1) |fk|N ≤ C äëß âñåõ k ∈ N ñ
íåêîòîðîé ïîñòîßííîé C > 0; (2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (f∗k ) ãðàíè÷íûõ
ôóíêöèé äëß (fk) ñõîäèòñß ïî ìåðå íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå E ïîëî-
æèòåëüíîé ìåðû íà Γ . Òîãäà: (i) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fk) ðàâíîìåðíî
ñõîäèòñß íà êîìïàêòàõ èç G ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f êëàññà N , (ii) ãðà-
íè÷íûå ôóíêöèè (f∗k ) ñõîäßòñß ïî ìåðå íà ìíîæåñòâå E ê ãðàíè÷íîé
ôóíêöèè f∗ äëß ïðåäåëüíîé ôóíêöèè f , è (iii) â (fk) ñóùåñòâóåò ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fks), îáëàäàþùàß ñâîéñòâîì: äëß ëþáîãî ε > 0 è
ëþáîãî α > 1 âî ìíîæåñòâå E íàéäåòñß (çàìêíóòîå) ïîäìíîæåñòâî
Eε,α, ìåðà êîòîðîãî îòëè÷àåòñß îò ìåðû E ìåíüøå, ÷åì íà ε, ÷òî (fks)
ñõîäèòñß ðàâíîìåðíî â îáëàñòè Gε,α, îáðàçîâàííîé îáúåäèíåíèåì äîïó-
ñòèìûõ îáëàñòåé Dα(ζ) ïî âñåì ζ ∈ Eε,α.
Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèß (i) è (ii) ñîñòàâëßþò ñîäåðæàíèå îáû÷íîé
òåîðåìû Õèí÷èíàÎñòðîâñêîãî (òåîðåìà 6.1) è åå óñèëåíèß (òåîðåìà 6.3).
Íîâûì ßâëßåòñß ëèøü óòâåðæäåíèå (iii). Äëß îäíîìåðíîãî ñëó÷àß (n = 1)
óòâåðæäåíèå (iii) äîêàçàíî Ã.Ö.Òóìàðêèíûì â ñòàòüå [50].
Ëåììà 6.7. Äëß ëþáûõ 0 < q < 1 è α > 1 ñóùåñòâóåò òàêàß êîíå÷íàß
ïîñòîßííàß Aq,α, ÷òî äëß ëþáîé ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè f â îáëàñòè G
âûïîëíåíà îöåíêà∫
Γ
lnq+Mαf(ζ)σ(dζ) ≤ Aq,α
[
sup
0≤r<1
∫
Γ
ln+ |f(rζ)|σ(dζ)
]q
, (6.12)
ãäå Mαf(ζ) îáîçíà÷àåò äîïóñòèìóþ ìàêñèìàëüíóþ ôóíêöèþ äëß ôóíê-
öèè f â òî÷êå ζ ∈ Γ , îïðåäåëßåìóþ ðàâåíñòâîì
Mαf(ζ) = sup
z∈Dα(ζ)
|f(z)|, ζ ∈ Γ. (6.13)
Â ñâîþ î÷åðåäü, äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6.7, ôàêòè÷åñêè ïîâòîðßþùåå
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.4, èñïîëüçóåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, îïèðà-
þùååñß íà ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ ñëàáîãî òèïà (ñð. [118, äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 6.2.3]) è âïåðâûå èñïîëüçîâàííîå Êîëìîãîðîâûì ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâå åãî èçâåñòíîé òåîðåìû î ñîïðßæåííûõ ðßäàõ Ôóðüå.
Ëåììà 6.8. Åñëè îïåðàòîð T äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà êîíå÷íûõ
ñ÷åòíîàääèòèâíûõ ìåð íà íåêîòîðîì èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (X,B)
â ïðîñòðàíñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà (X,B) ñ íåêî-
òîðîé êîíå÷íîé íåîòðèöàòåëüíîé ñ÷åòíîàääèòèâíîé ìåðîé σ è T èìååò
îöåíêó ñëàáîãî òèïà (1, 1), òî äëß ëþáîãî q, 0 < q < 1, ñóùåñòâóåò êî-
íå÷íàß ïîñòîßííàß Aq, çàâèñßùàß òîëüêî îò q, ïîëíîé âàðèàöèè ìåðû
σ è îò ïîñòîßííîé èç ñëàáîé îöåíêè è òàêàß, ÷òî íåðàâåíñòâî∫
X
[Tµ(x)]q σ(dx) ≤ Aq‖µ‖q (6.14)
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ñïðàâåäëèâî äëß ëþáîé êîíå÷íîé ñ÷åòíîàääèòèâíîé ìåðû µ, ãäå ‖µ‖ îáî-
çíà÷àåò ïîëíóþ âàðèàöèþ ìåðû µ.
Äîêàçàòåëüñòâî (ëåììû 6.8). Ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè ñëàáîãî òèïà (1, 1)
îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîé ïîñòîßííîé A ≥ 0, ñ êîòîðîé íåðàâåí-
ñòâî σ{Tµ(x) > t} ≤ A‖µ‖/t, t > 0, âûïîëíåíî äëß ëþáîé êîíå÷íîé ñ÷åò-
íîàääèòèâíîé ìåðû µ íàX. Âîñïîëüçóåìñß òåì, ÷òî äëß ëþáîé èçìåðèìîé
íà X ôóíêöèè f ñïðàâåäëèâî
∫
X
|f(x)|σ(dx) =
∞∫
0
σ{|f(x)| > t} dt.
Òîãäà∫
X
[Tµ(x)]q σ(dx) =
∞∫
0
σ{[Tµ(x)]q > t} dt =
∞∫
0
σ{Tµ(x) > t1/q} dt.
Ðàçîáüåì ïîñëåäíèé èíòåãðàë íà äâå ÷àñòè: îò 0 äî íåêîòîðîãî a > 0 è
îò a äî +∞. Íà ïåðâîì ó÷àñòêå èìååì òðèâèàëüíóþ îöåíêó aσX, à íà
âòîðîì âîñïîëüçóåìñß îöåíêîé îïåðàòîðà T ñëàáîãî òèïà (1, 1):
∞∫
0
σ{Tµ(x) > t1/q} dt ≤ aσX +A‖µ‖
∞∫
a
dt
t1/q
= aσX +
A‖µ‖a1−1/q
1/q − 1 ,
ãäå èñïîëüçîâàíî óñëîâèå 0 < q < 1, òàê ÷òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë ñõîäèòñß.
Ïðèðàâíèâàß ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûõ äðóã äðóãó è ðåøàß ïîëó÷åííîå
óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî a, íàõîäèì a =
( A‖µ‖
(1/q − 1)σX
)q
, è, ñëåäîâàòåëü-
íî, îöåíêà (6.14) èìååò ìåñòî ñ ïîñòîßííîé Aq =
2Aq
(1/q − 1)qσq−1X (íå
ßâëßþùåéñß, ðàçóìååòñß, íàèëó÷øåé âîçìîæíîé).
Äîêàçàòåëüñòâî (ëåììû 6.7). Â ñëó÷àå, êîãäà ïðàâàß ÷àñòü (6.12) áåñ-
êîíå÷íà, óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðàâàß ÷àñòü
íåðàâåíñòâà (6.12) êîíå÷íà. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ïîêàçàíî â [118, òåîðåìà
5.6.4] è [116, òåîðåìà 3.3.5], ôóíêöèß ln+ |f(z)| èìååò M -ãàðìîíè÷åñêóþ
(äëß øàðà) èëè n-ãàðìîíè÷åñêóþ (äëß ïîëèêðóãà) ìàæîðàíòó â îáëà-
ñòè G, è íàèìåíüøàß òàêàß ìàæîðàíòà ïðåäñòàâëßåòñß â âèäå èíòåãðàëà
Ïóàññîíà
umin(z) =
∫
Γ
P (z, ζ)µ(dζ)
ïî íåêîòîðîé êîíå÷íîé íåîòðèöàòåëüíîé áîðåëåâñêîé ìåðå µ íà Γ , ãäå
P (z, ζ), z ∈ G, ζ ∈ Γ  èíâàðèàíòíîå ßäðî Ïóàññîíà â îáëàñòè G è ïîëíàß
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âàðèàöèß ìåðû µ ñîâïàäàåò ñ íàèìåíüøåé âåðõíåé ãðàíüþ â ïðàâîé ÷àñòè
(6.12). Â ñëó÷àå ïîëèêðóãà óæå ñåé÷àñ ê íåðàâåíñòâó ln+ |f(z)| ≤ umin(z),
z ∈ G, ìîæíî ïðèìåíèòü ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð (6.13) è âîñïîëüçîâàòü-
ñß òåîðåìîé 4 èç [147], ÷òî çàâåðøèò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Â ñëó÷àå
øàðà ïðèìåíèì â íåðàâåíñòâå ln+ |f(z)| ≤ umin(z), z ∈ G, ê ëåâîé è ïðà-
âîé ÷àñòßì äîïóñòèìûé ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð (6.13) è îöåíèì äîïó-
ñòèìóþ ìàêñèìàëüíóþ ôóíêöèþ èíòåãðàëà Ïóàññîíà, êîòîðûì ïðåäñòàâ-
ëåíà ôóíêöèß umin, ÷åðåç ãðàíè÷íóþ ìàêñèìàëüíóþ ôóíêöèþ ìåðû µ
(ñì. [118, òåîðåìà 5.4.5]). Ïîëó÷èì
ln+Mαf(ζ) ≤ KαMΓµ(ζ), ζ ∈ Γ,
ãäå MΓ îáîçíà÷àåò ãðàíè÷íûé ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé íà
ïðîñòðàíñòâå êîíå÷íûõ áîðåëåâñêèõ ìåð íà Sn, è Kα  êîíå÷íàß ïîñòî-
ßííàß, çàâèñßùàß òîëüêî îò α è n. Òàê êàê ãðàíè÷íûé ìàêñèìàëüíûé
îïåðàòîð îáëàäàåò îöåíêîé ñëàáîãî òèïà (1, 1) (ñì. [118, òåîðåìà 5.2.4]),
òî, âîçâîäß ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî â ñòåïåíü q, 0 < q < 1, è èñïîëüçóß
äîêàçàííîå âûøå íåðàâåíñòâî (6.14), íàõîäèì∫
Γ
lnq+Mαf(ζ)σ(dζ) ≤ Kqα
∫
Γ
MqΓµ(ζ)σ(dζ) ≤ KqαAq‖µ‖q.
Ó÷èòûâàß ñâßçü ìåæäó ‖µ‖ è òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ â (6.12), ïîëó÷àåì
îòñþäà èñêîìîå íåðàâåíñòâî (6.12) ñ ïîñòîßííîé Aq,α = KqαAq.
Äîêàçàòåëüñòâî (òåîðåìû 6.6 (iii)). Êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 6.3,
äëß ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N > 1 ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííóþ ãîëî-
ìîðôíóþ ôóíêöèþ FNE â îáëàñòè G, óäîâëåòâîðßþùóþ óñëîâèßì ëåì-
ìû 6.4. Ïî ëåììå 6.4 ñóùåñòâóåò òàêàß êîíå÷íàß ïîñòîßííàß C1, çàâèñß-
ùàß òîëüêî îò ïîñòîßííîé C èç óñëîâèß (6.1) è íå çàâèñßùàß îòN > 1, ÷òî
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (6.4). Èç íåãî, êàê ñëåäóåò èç ëåììû 6.7, âûòåêàåò∫
Γ
lnq+Mα[F
N
E (fk − fl)](ζ)σ(dζ) ≤ Aq,αCq1 , k, l ≥ K(N), (6.15)
ãäå Aq,α  êîíå÷íàß ïîñòîßííàß, íå çàâèñßùàß îò N > 1, è Mα  äîïó-
ñòèìûé ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð, îïðåäåëßåìûé ðàâåíñòâîì (6.13).
Òàê êàê |FNE (z)| → N ïðè Dα(ζ) 3 z → ζ äëß ïî÷òè âñåõ ζ ∈ E,
òî ïî òåîðåìå Ä.Ô.Åãîðîâà ñóùåñòâóåò çàìêíóòîå ìíîæåñòâî EN ⊂ E,
ìåðà êîòîðîãî îòëè÷àåòñß îò ìåðû E ìåíüøå, ÷åì íà 1/N , è íåêîòîðîå r0,
0 ≤ r0 < 1, òàêîå, ÷òî |FNE (z)| ≥ N/2, êîãäà z ∈ Dα(ζ), |z| > r0, ζ ∈ EN .
Èç îöåíêè (6.15) ïîýòîìó ñëåäóåò, ÷òî∫
EN
lnq+
[N
2
M (r0)α (fk − fl)(ζ)
]
σ(dζ) ≤
≤
∫
EN
lnq+Mα[F
N
E (fk − fl)](ζ)σ(dζ) ≤ Aq,αCq1 , k, l ≥ K(N), (6.16)
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ãäå ñèìâîëîì M (r0)α îáîçíà÷åí ¾óðåçàííûé¿ ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð
(M (r0)α g)(ζ) = sup
z∈Dα(ζ)
|z|>r0
|g(z)|, ζ ∈ Γ, g ∈ CG.
Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fk) ñõîäèòñß ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå
|z| ≤ r0 (òåîðåìà 6.1), òî ñóùåñòâóåò íîìåð K1(N) ∈ N, íà÷èíàß ñ êî-
òîðîãî äëß âñåõ k, l âûïîëíåíî N
2
|fk(z) − fl(z)| < 1 ïðè |z| ≤ r0, îò-
êóäà ln+
[N
2
M
(r0)
α (fk − fl)(ζ)
]
= ln+
[N
2
Mα(fk − fl)(ζ)
]
äëß âñåõ ζ ∈ Γ .
Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî (6.16) îñòàíåòñß ñïðàâåäëèâûì ïðè çàìåíå
M
(r0)
α íà Mα, íà÷èíàß, âîçìîæíî, ñ íåêîòîðîãî áîëüøåãî, ÷åì K(N), íî-
ìåðà K2(N).
Èòàê, äëß ëþáîãî N > 1 ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð K2(N) ∈ N è òàêîå
çàìêíóòîå ìíîæåñòâî EN ⊂ E, σ(E \ EN ) < 1N , ÷òî∫
EN
lnq+
[N
2
Mα(fk − fl)(ζ)
]
σ(dζ) ≤ Aq,αCq1 ≡ C2, k, l ≥ K2(N),
ñ êîíå÷íîé ïîñòîßííîé C2, íå çàâèñßùåé îò N . Ñòàíäàðòíûìè òåîðåòèêî-
ôóíêöèîíàëüíûìè ðàññóæäåíèßìè îòñþäà âûâîäèòñß ñóùåñòâîâàíèå èñ-
êîìîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü N ïðîáåãàåò ïîñëåäîâàòåëüíûå äâîéíûå ñòåïåíè
äâîéêè Ns = 22
s
, s = 1, 2, . . .. Ñîãëàñíî äîêàçàííîìó âûøå, ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü K2(Ns) ∈ N, êîòîðóþ ìîæíî ñ÷èòàòü âîçðàñòàþùåé,
è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ENs ⊂ E, σ(E \ ENs) < 1Ns ,
äëß êîòîðûõ∫
ENs
lnq+
[Ns
2
Mα(fk − fl)(ζ)
]
σ(dζ) ≤ C2, k, l ≥ K2(Ns). (6.17)
Îáîçíà÷èì K2(Ns) = ks è äîêàæåì, ÷òî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fks) 
èñêîìàß.
Òàê êàê σ(E \
∞⋂
s=s0
ENs) ≤
∞∑
s=s0
σ(E \ENs) <
∞∑
s=s0
1
22
s è ðßä
∞∑
s=1
1
22
s ñõî-
äèòñß, òî ñóùåñòâóåò íîìåð s0, äëß êîòîðîãî ìåðà ìíîæåñòâà
Es0 =
⋂
s≥s0
ENs îòëè÷àåòñß îò ìåðû âñåãî ìíîæåñòâà E ìåíüøå, ÷åì íà
ε/2. Äàëåå, ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó ×åáûøåâà è îöåíêå (6.17), èìååì
σ
{Ns
2
Mα(fks+1 − fks) >
√
Ns
} ≤ C2
lnq+
√
Ns
èëè
σ
{
Mα(fks+1 − fks) >
2
22s−1
} ≤ 2qC2
lnq2 2qs
ïðè s ∈ N, s ≥ s0, (6.18)
6.3. Ìàêñèìàëüíûé âàðèàíò òåîðåìû Õèí÷èíàÎñòðîâñêîãî è ïðèëîæåíèß 87
ãäå ôèãóðíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò ìíîæåñòâî òåõ òî÷åê ìíîæåñòâà Es0 ,
äëß êîòîðûõ âûïîëíåíî íàïèñàííîå â ñêîáêàõ íåðàâåíñòâî. Êðîìå òîãî,
â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ñïðàâåäëèâî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå
âêëþ÷åíèå
{
Mα(fkt − fks) >
t−1∑
l=s
2
22l−1
} ⊆ t−1⋃
l=s
{
Mα(fkl+1 − fkl) >
2
22l−1
}
ïðè t > s, îòêóäà ñëåäóåò
⋃
t>s
{
Mα(fkt − fks) >
t−1∑
l=s
2
22l−1
} ⊆ ∞⋃
l=s
{
Mα(fkl+1 − fkl) >
2
22l−1
}
. (6.19)
Íà îñíîâàíèè (6.18) è (6.19), äëß ëþáîãî ν0 ∈ N, ν0 ≥ s0, ïîëó÷àåì
σ
⋃
s≥ν0
⋃
t>s
{
Mα(fkt − fks) >
t−1∑
l=s
2
22l−1
} ≤ ∞∑
s=ν0
∞∑
l=s
σ
{
Mα(fkl+1 − fkl) >
2
22l−1
}
≤
∞∑
s=ν0
∞∑
l=s
2qC2
lnq2 2ql
=
2qC2
lnq 2
∞∑
l=ν0
l − ν0 + 1
2ql
≤ 2
qC2
lnq 2
∞∑
l=ν0
l
2ql
. (6.20)
Â ñèëó ñõîäèìîñòè ðßäà
∞∑
l=1
l
2ql
ìîæíî íàéòè íîìåð ν0 ∈ N, ν0 ≥ s0,
äëß êîòîðîãî ïðàâàß ÷àñòü â (6.20) ìåíüøå ε
2
. Îáîçíà÷àß äîïîëíåíèå ê
ìíîæåñòâó â ëåâîé ÷àñòè (6.20) ÷åðåç Fν0 , âèäèì, ÷òî ìåðà ìíîæåñòâà
Eε,α = Fν0 îòëè÷àåòñß îò ìåðû ìíîæåñòâà E ìåíüøå, ÷åì íà
ε
2
+
ε
2
= ε,
ïðè÷åì ìíîæåñòâà Es0 è Fν0 , çàìêíóòû, êàê ïåðåñå÷åíèß çàìêíóòûõ
ìíîæåñòâ è â ñèëó ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó ôóíêöèé Mα(fkt − fks),
t, s ∈ N. Ïðè ýòîì íà ìíîæåñòâå Eε,α âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà ñâîé-
ñòâà: 1) âñå òî÷êè Eε,α ëåæàò â ENs ïðè âñåõ s ≥ s0 (òàê ÷òî âûïîëíåíû
âñå íåðàâåíñòâà (6.18)); è 2) äëß âñåõ òî÷åê Eε,α è ëþáûõ t > s ≥ ν0
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî Mα(fkt − fks) ≤
t−1∑
l=s
l
22
l−1 . Âûáèðàß äëß ëþáîãî
δ > 0 òàêîå ν1 = ν1(δ) ∈ N, ν1 ≥ ν0, ÷òî
t−1∑
l=s
l
22
l−1 < δ ïðè t > s ≥ ν1,
ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâûå äëß âñåõ ζ ∈ Eε,α è âñåõ t > s ≥ ν1 íåðàâåíñòâà
Mα(fkt − fks) < δ, êîòîðûå îçíà÷àþò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà Eε,α
ôóíêöèé Mα(fkt − fks) ê íóëþ ïðè t, s→∞.
Ïðèâåäåííîå ðàññóæäåíèå ãîäèòñß äëß äîêàçàòåëüñòâà ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòè íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè â îáëàñòßõ âèäà
⋃
ζ∈Eε,α
Dα(ζ)
ñ ôèêñèðîâàííûì α > 1 è ìíîæåñòâàìè Eε,α, σ(E \Eε,α) < ε, äëß ëþáîãî
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ε > 0, íî íåòðóäíî âèäåòü, ïðèìåíßß äèàãîíàëüíûé ïðîöåññ Êàíòîðà, ÷òî
òàêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæíî âûáðàòü îäíó è òó æå îäíîâðåìåííî
äëß âñåõ α > 1.
6.3.2. Êîëè÷åñòâåííîå óòî÷íåíèå òåîðåìû 6.6
Òåîðåìà 6.9. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèß òåîðåìû 6.6. Òîãäà äëß ëþáûõ
0 < q < 1 è α > 1∫
E
lnq
(
1 +Mα(fk − fl)(ζ)
)
σ(dζ)→ 0 ïðè k, l→∞.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî íå òàê, òî ñóùåñòâóåò òàêàß
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fks), òàêèå q, 0 < q < 1, α > 1 è ÷èñëî δ > 0, ÷òî∫
E
lnq
(
1 +Mα(fkt − fks)(ζ)
)
σ(dζ) ≥ δ, t 6= s.
Ïî òåîðåìå 6.6 èç (fks) ìîæíî âûäåëèòü åùå îäíó ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
êîòîðóþ îáîçíà÷èì òàê æå,  òàêóþ, ÷òî Mα(fkt − fks)→ 0 ïðè t, s→∞
ïî÷òè âñþäó íà E. Êðîìå òîãî, èç óñëîâèß òåîðåìû è ëåììû 6.7 ñëåäóåò,
÷òî ∫
Γ
lnq
′
+Mαfks(ζ)σ(dζ) ≤ Aq′,αCq
′
, s ∈ N, (6.21)
äëß ëþáîãî q′, 0 < q′ < 1, è êîíå÷íîé ïîñòîßííîé Aq′,α ≥ 0, çàâèñßùåé
òîëüêî îò q′ è α (à òàêæå îò n). Âûáåðåì q′ òàê, ÷òîáû q < q′ < 1. Òîãäà
èç îöåíîê (6.21) ñëåäóåò, ÷òî ñåìåéñòâî ôóíêöèé {lnq+Mαfks}s∈N èìååò
ðàâíîñòåïåííî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå èíòåãðàëû íà Γ , à âìåñòå ñ íèì
è ñåìåéñòâî {lnq(1 +Mα(fkt − fks))}t,s∈N, ïîñêîëüêó
lnq
(
1 +Mα(fkt − fks)
) ≤ 22q(2 lnq 2 + lnq+Mαfkt + lnq+Mαfks), t, s ∈ N.
Ñîãëàñíî ïðåäåëüíîé òåîðåìå Âèòàëè [106, òåîðåìà II.T21], îòñþäà ñëåäó-
åò ∫
E
lnq
(
1 +Mα(fkt − fks)(ζ)
)
σ(dζ)→ 0 ïðè t, s→∞,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fks).
Çàìå÷àíèå 6.10. Â ñëó÷àå q = 1 ñõîäèìîñòü ìîæåò óæå íå èìåòü ìåñòà,
äàæå åñëè äîïóñòèìóþ ìàêñèìàëüíóþ ôóíêöèþ Mα(fk − fl)(ζ) çàìåíèòü
ìîäóëåì ðàçíîñòè äîïóñòèìûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé |f∗k (ζ)−f∗l (ζ)|, ζ ∈ Γ .
Äëß ïðèìåðà ñëåäóåò âçßòü ëþáóþ ôóíêöèþ f èç êëàññà Îñòðîâñêîãî
Íåâàíëèííû N , íå âõîäßùóþ â êëàññ Ñìèðíîâà N∗ (îòíîñèòåëüíî ñó-
ùåñòâîâàíèß òàêèõ ôóíêöèé ñì. [118, ãë. 19] è [116]), è ðàññìîòðåòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü fk(z) = f(rkz), z ∈ G, ñ êàêîé-íèáóäü ïîëîæèòåëüíîé
ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ê åäèíèöå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (rk).
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Ñëåäñòâèå 6.11. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèß òåîðåìû 6.6 è f  ïðåäåëü-
íàß ôóíêöèß ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fk) â îáëàñòè G. Òîãäà∫
E
lnq(1 +Mα(fk − f)(ζ))σ(dζ)→ 0 ïðè k →∞
äëß ëþáûõ 0 < q < 1 è α > 1.
Ïîëó÷åííîìó ñëåäñòâèþ ìîæíî ïðèäàòü ñëåäóþùèé ìåòðè÷åñêèé
ñìûñë. Äëß ëþáîãî ìíîæåñòâà E ïîëîæèòåëüíîé ìåðû íà Γ è ëþáûõ
0 < q < 1, α > 1 âûðàæåíèß
ρq,α,E(f, g) =
∫
E
lnq
(
1 +Mα(f − g)(ζ)
)
σ(dζ), f, g ∈ N(G),
çàäàþò ìåòðèêè â ïðîñòðàíñòâå N , áîëåå ñëàáûå, ÷åì òðàäèöèîííàß äëß
N ìåòðèêà ρN . Äîêàçàííîå ñëåäñòâèå ïîýòîìó îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè (fk) ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè f ïî ìåòðèêàì ρq,α,E äëß
êàæäûõ 0 < q < 1 è α > 1.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî óòâåðæäåíèß òåîðåìû 6.9 è ñëåäñòâèß ßâëßþòñß
íîâûìè äàæå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå.
6.3.3. Õàðàêòåðèñòèêà êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà M
Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèß îñíîâíîé òåîðåìû 6.6 ïîëó÷èì êðèòåðèé êîì-
ïàêòíîñòè ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâå M . Ýòà òåîðåìà ßâëßåòñß íîâîé è
äëß îäíîìåðíîãî ñëó÷àß.
Òåîðåìà 6.12. Ìíîæåñòâî L âïîëíå îãðàíè÷åíî â ïðîñòðàíñòâå M òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëß íåãî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèß:
(1) ñåìåéñòâî ôóíêöèé {ln+Mradf(ζ), ζ ∈ Γ}f∈L èìååò ðàâíîñòåïåííî
àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå èíòåãðàëû íà Γ ;
(2) ñåìåéñòâî ôóíêöèé {f∗(ζ), ζ ∈ Γ}f∈L îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî íà
Γ â òîïîëîãèè ñõîäèìîñòè ïî ìåðå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. (1) Òàê êàê èç ïîëíîé îãðàíè÷åííîñòè
ìíîæåñòâà â ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (êàêîâûì ßâëßåòñß
âñßêàß F -àëãåáðà) ñëåäóåò åãî îãðàíè÷åííîñòü (â ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêîì
ñìûñëå), òî äëß ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå α0 > 0, ÷òî èç f ∈ L è
|α| ≤ α0, α ∈ C, âûòåêàåò ρM (αf, 0) < ε2 . Èñïîëüçóß íåðàâåíñòâî (2.18) èç
ïóíêòà 2.2.2, ïîëó÷èì îòñþäà äëß ïðîèçâîëüíîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà
E ⊆ Γ
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E
ln(1 +Mradf(ζ))σ(dζ) ≤
≤
∫
E
ln
(
1 +
1
α0
)
σ(dζ) +
∫
E
ln(1 + α0Mradf(ζ))σ(dζ) ≤
≤ ln
(
1 +
1
α0
)
σE + ρM (α0f, 0) < σE ln
(
1 +
1
α0
)
+
ε
2
(6.22)
äëß f ∈ L.
Âûáèðàß δ > 0 òàê, ÷òîáû δ ln
(
1 +
1
α0
)
=
ε
2
, ïðè σE < δ íàõîäèì∫
E
ln(1 +Mradf(ζ))σ(dζ) <
ε
2
+
ε
2
= ε, f ∈ L,
÷òî è îçíà÷àåò ðàâíîñòåïåííóþ àáñîëþòíóþ íåïðåðûâíîñòü èíòåãðàëîâ
ñåìåéñòâà ôóíêöèé {ln(1 + Mradf(ζ)), ζ ∈ Γ}f∈L, à çíà÷èò, è ñåìåéñòâà
{ln+Mradf(ζ), ζ ∈ Γ}f∈L, òàê êàê ln+Mradf(ζ) ≤ ln(1 +Mradf(ζ)), ζ ∈ Γ .
(2) Òåïåðü âîñïîëüçóåìñß òåì, ÷òî ïîëíàß îãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà
â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ðàâíîñèëüíà îòíîñèòåëüíîé ñåêâåí-
öèàëüíîé êîìïàêòíîñòè, òî åñòü òîìó, ÷òî èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà ìîæíî âûäåëèòü ñõîäßùóþñß ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü.
Ïóñòü (f∗k (ζ))  ïðîèçâîëüíàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåìåéñòâà ôóíêöèé
{f∗(ζ), ζ ∈ Γ}f∈L. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî L îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî âM ,
òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fks) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fk) ⊆ L,
ñõîäßùàßñß ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f ∈M .
Òàê êàê |f∗ks(ζ)− f∗(ζ)| ≤Mrad(fks − f)(ζ) ïî÷òè âñþäó íà Γ , òî∫
Γ
ln(1 + |f∗ks(ζ)− f∗(ζ)|)σ(dζ) ≤
∫
Γ
ln(1 +Mrad(fks − f)(ζ))σ(dζ) =
= ρM (fks , f)→ 0 ïðè s→∞.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (f∗ks(ζ)) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (f
∗
k (ζ))
ñõîäèòñß íà Γ ê f∗(ζ) â ñðåäíåì ëîãàðèôìè÷åñêîì, à çíà÷èò, ñîãëàñíî
íåðàâåíñòâó ×åáûøåâà, è ïî ìåðå.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïîêàæåì, ÷òî èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíê-
öèé L ìîæíî âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷òî è
áóäåò îçíà÷àòü ïîëíóþ îãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà L.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü (fk) ⊆ L. Òîãäà, ñîãëàñíî óñëîâèþ (2), èç (fk(ζ))
ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fks(ζ)), ñõîäßùóþñß ïî ìåðå.
Èç óñëîâèß (1) ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî L èìååò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûå
õàðàêòåðèñòèêè, òî åñòü∫
Γ
ln+ |f(rζ)|σ(dζ) ≤ C < +∞, f ∈ L, 0 ≤ r < 1. (6.23)
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Â ñàìîì äåëå, âûáåðåì, ñîãëàñíî (1), äëß ε = 1 òàêîå δ > 0, ÷òî äëß
ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà E ⊆ Γ ñ ìåðîé σE < δ âûïîëíåíî∫
E
ln+Mradf(ζ)σ(dζ) < ε = 1, f ∈ L.
Ðàçáèâàß Γ íà N ðàâíûõ ïî ìåðå ÷àñòåé E1, . . . , EN , òàê ÷òî σEl =
1
N
< δ,
èìååì∫
Γ
ln+Mradf(ζ)σ(dζ) =
N∑
l=1
∫
El
ln+Mradf(ζ)σ(dζ) < N, f ∈ L.
Òàê êàê |f(rζ)| ≤ Mradf(ζ), 0 ≤ r < 1, òî îòñþäà è ñëåäóåò (6.23)
ñ ïîñòîßííîé C = N .
Ïîýòîìó äëß ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fks) âûïîëíåíû âñå óñëîâèß òåîðå-
ìû 6.6, òàê ÷òî äëß íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè (fks), êîòîðóþ îáîçíà÷èì òàê æå, Mrad(fks − fkt) → 0 ïðè t, s → ∞
ïî÷òè âñþäó íà Γ . Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó
ln(1 +Mrad(fkt − fks)) ≤ 2 ln 2 + ln+Mradfkt + ln+Mradfks
è óñëîâèþ (1), äâîéíàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ln(1+Mrad(fkt−fks)), t, s ∈ N,
èìååò ðàâíîñòåïåííî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå èíòåãðàëû íà Γ . Ïî ïðå-
äåëüíîé òåîðåìå Âèòàëè
ρM (fkt , fks) =
∫
Γ
ln(1 +Mrad(fkt − fks)(ζ))σ(dζ)→ 0 ïðè t, s→∞,
òî åñòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fks) ôóíäàìåíòàëüíà ïî ìåòðèêå ρM .
Çàìå÷àíèå 6.13. Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû, êðîìå òåîðåìû 6.6, åå ñëåäñòâèé
è ïðèëîæåíèß, îïóáëèêîâàíû â [13], à òåîðåìà 6.6, åå ñëåäñòâèß è ïðèìå-
íåíèå ê ïðîñòðàíñòâó M àíîíñèðîâàíû â [14].

7Õàðàêòåðèñòèêà ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé
ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé
Â ãëàâå ïîëíîñòüþ îõàðàêòåðèçîâàíû äîïóñòèìûå ãðàíè÷íûå çíà÷å-
íèß ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà ÎñòðîâñêîãîÍåâàíëèííû è
åãî ïîäïðîñòðàíñòâ Õàðäè, È.È.Ïðèâàëîâà è Â.È.Ñìèðíîâà â øàðå è
ïîëèêðóãå. Äîêàçàííûå òåîðåìû ñóòü ïðßìûå ìíîãîìåðíûå îáîáùåíèß
(äëß n > 1) äàâíî èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ Ã.Ö. Òóìàðêèíà, îïóáëèêîâàí-
íûõ â [41, ñ. 131141]; óòâåðæäåíèß òåîðåìû 7.3 è ëåììû ïðåäñòàâëßþòñß
íîâûìè è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (n = 1). Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì â äîêà-
çàòåëüñòâàõ ðåçóëüòàòîâ ýòîé ãëàâû ñëóæèò òåîðåìà 6.3.
7.1. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ãðàíè÷íûõ
çíà÷åíèé ôóíêöèé êëàññîâ N , Hp, Nq è M
Òåîðåìà 7.1. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëß òîãî, ÷òîáû èç-
ìåðèìàß ôóíêöèß ϕ(ζ), îïðåäåëåííàß íà ìíîæåñòâå E òî÷åê Γ , ïî÷òè
âñþäó íà E ñîâïàäàëà ñ äîïóñòèìûìè ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèßìè f(ζ) íåêî-
òîðîé ôóíêöèè f êëàññà N , ñîñòîèò â ñóùåñòâîâàíèè òàêîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ (pν(z)), ÷òî
(1) (pν(ζ)) ïî÷òè âñþäó íà E ñõîäèòñß ê ϕ(ζ);
(2) lim
ν→∞
∫
Γ
ln+ |pν(ζ)|σ(dζ) < +∞.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëß ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ N ñïðàâåäëèâî∫
Γ
ln+ |f(rζ)|σ(dζ) ≤ C, 0 ≤ r < 1, (7.1)
ñ íåêîòîðîé ïîñòîßííîé C > 0, è äëß ïî÷òè âñåõ ζ ∈ Γ îïðåäåëåíà ãðà-
íè÷íàß ôóíêöèß f(ζ), ïðè÷åì f(ζ) = lim
r→1−
f(rζ). Âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (rν), 0 ≤ rν < 1, lim
ν→∞ rν = 1, è îáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíê-
öèé (fν(z)), fν(z) = f(rνz), ν ∈ N, ãîëîìîðôíûõ â çàìêíóòîé îáëàñòè
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G = {|z| ≤ 1}. Òîãäà (ñì. [116, ñ. 15 è 30] è [118, ñ. 12]) íàéäåòñß ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ (pν(z)) òàêàß, ÷òî |fν(z) − pν(z)| < 1/ν, ν ∈ N,
ïðè âñåõ z ∈ G; â ÷àñòíîñòè, |fν(ζ)− pν(ζ)| < 1/ν, ν ∈ N, äëß âñåõ ζ ∈ Γ .
Òàê êàê lim
ν→∞ fν(ζ) = limν→∞ f(rνζ) = f(ζ) äëß ïî÷òè âñåõ ζ ∈ Γ , òî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü (pν(ζ)) äëß ïî÷òè âñåõ ζ ∈ Γ ñõîäèòñß ê f(ζ) è, ñ ó÷åòîì
íåðàâåíñòâà (7.1), ñïðàâåäëèâà îöåíêà∫
Γ
ln+ |pν(ζ)|σ(dζ) ≤ C1, ν ∈ N,
ñ ïîñòîßííîé C1 = C + 1 + ln 2; íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé (1) è (2) äîêàçàíà.
Äîñòàòî÷íîñòü íåìåäëåííî ïîëó÷àåòñß èç óêàçàííîé âûøå òåîðåìû 6.3,
òàê êàê èç óñëîâèß (2) â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ìîäóëß ñëåäóåò, ÷òî∫
Γ
ln+ |pν(rζ)|σ(dζ) ≤ C, ν ∈ N, 0 ≤ r < 1, (7.2)
ñ ïîñòîßííîé C > 0, íå çàâèñßùåé îò ν è r, è ïðè óñëîâèè (7.2) êëàññ N
çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ
îáëàñòè G.
Ïîñêîëüêó àíàëîãàìè ñâîéñòâ, èñïîëüçîâàííûõ â èçëîæåííîì âûøå
äîêàçàòåëüñòâå äëß N , îáëàäàþò Hp, p > 0, è Nq, q > 1, òî àíàëîãè÷íî
äîêàçûâàåòñß
Òåîðåìà 7.2. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëß òîãî, ÷òîáû èç-
ìåðèìàß ôóíêöèß ϕ(ζ), îïðåäåëåííàß íà ìíîæåñòâå E òî÷åê Γ , ïî-
÷òè âñþäó íà E ñîâïàäàëà ñ äîïóñòèìûìè ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèßìè f(ζ)
íåêîòîðîé ôóíêöèè f êëàññà Hp, p > 0 [êëàññà Nq, q > 1], ñîñòîèò â
ñóùåñòâîâàíèè òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ
(pν(z)), ÷òî
(1) (pν(ζ)) ïî÷òè âñþäó íà E ñõîäèòñß ê ϕ(ζ);
(2) lim
ν→∞
∫
Γ
|pν(ζ)|p σ(dζ) < +∞, p > 0[
lim
ν→∞
∫
Γ
lnq+ |pν(ζ)|σ(dζ) < +∞, q > 1
]
.
Òåîðåìà 7.3. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëß òîãî, ÷òîáû èç-
ìåðèìàß ôóíêöèß ϕ(ζ), îïðåäåëåííàß íà ìíîæåñòâå E òî÷åê Γ , ïî÷òè
âñþäó íà E ñîâïàäàëà ñ äîïóñòèìûìè ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèßìè f(ζ) íåêî-
òîðîé ôóíêöèè f êëàññà M , ñîñòîèò â ñóùåñòâîâàíèè òàêîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ (pν(z)), ÷òî
(1) (pν(ζ)) ïî÷òè âñþäó íà E ñõîäèòñß ê ϕ(ζ);
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(2) lim
ν→∞
∫
Γ
ln+Mradpν(ζ)σ(dζ) < +∞.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó Mradfr(ζ) ≤ Mradf(ζ), ζ ∈ Γ , ãäå
fr(z) = f(rz), äëß âñåõ 0 ≤ r < 1, òî íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé òåîðåìû 7.3
óñòàíàâëèâàåòñß òàê æå, êàê â òåîðåìå 7.1. Äëß äîêàçàòåëüñòâà äîñòà-
òî÷íîñòè çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèß (2) òåîðåìû 7.3 âûòåêàåò óñëîâèå (2)
òåîðåìû 7.1, è ïîýòîìó (pν(z)) ñõîäèòñß ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f êëàññà N
ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ îáëàñòè G. Îñòàåòñß ïîêàçàòü, ÷òî f ∈M . Äëß
ýòîãî, íà îñíîâàíèè óñëîâèß (2), ðàññìîòðèì òàêóþ ïîñòîßííóþ C > 0,
÷òî ∫
Γ
ln+
(
sup
0≤r<1
|pν(rζ)|
)
σ(dζ) ≤ C
äëß âñåõ ν ∈ N, à ñëåäîâàòåëüíî,∫
Γ
ln+
(
sup
0≤r≤R
|pν(rζ)|
)
σ(dζ) ≤ C (7.3)
äëß âñåõ ν ∈ N è ëþáîãî R, 0 ≤ R < 1. Òàê êàê (pν(z)) ðàâíîìåðíî
ñõîäèòñß ê f(z) íà |z| ≤ R, òî ïî ëåììå Ôàòó, íà îñíîâàíèè (7.3), ïîëó÷èì
îöåíêó ∫
Γ
ln+
(
sup
0≤r≤R
|f(rζ)|
)
σ(dζ) ≤ C,
ñïðàâåäëèâóþ äëß âñåõ 0 ≤ R < 1. Ïðè R→ 1− ïîëó÷àåì∫
Γ
ln+Mradf(ζ)σ(dζ) ≤ C
è, ñëåäîâàòåëüíî, ñåìåéñòâî {ln+ |f(rζ)|, ζ ∈ Γ}0≤r<1 îáëàäàåò íà Γ èíòå-
ãðèðóåìîé ìàæîðàíòîé ln+Mradf(ζ), ζ ∈ Γ , òî åñòü ôóíêöèß f ïðèíàä-
ëåæèò êëàññó M .
7.2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî ôóíêöèé êëàññà N∗
Â. È. Ñìèðíîâà
Òåîðåìà 7.4. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëß òîãî, ÷òîáû èç-
ìåðèìàß ôóíêöèß ϕ(ζ), îïðåäåëåííàß íà ìíîæåñòâå E òî÷åê Γ , ïî÷òè
âñþäó íà E ñîâïàäàëà ñ äîïóñòèìûìè ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèßìè f(ζ) íåêî-
òîðîé ôóíêöèè f êëàññà N∗, ñîñòîèò â ñóùåñòâîâàíèè òàêîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ (pν(z)), ÷òî
(1) (pν(ζ)) ïî÷òè âñþäó íà E ñõîäèòñß ê ϕ(ζ);
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(2) èíòåãðàëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé (ln+ |pν(ζ)|, ζ ∈ Γ ) ðàâíî-
ñòåïåííî àáñîëþòíî íåïðåðûâíû íà Γ .
Ïî ôîðìå óñëîâèå (2) òåîðåìû 7.4 àíàëîãè÷íî óñëîâèßì (2) â òåîðå-
ìàõ 7.17.3. Îäíàêî îíî, â îòëè÷èå îò îñòàëüíûõ, âûðàæàåò äëß êëàñ-
ñà N∗ íåêîòîðîå ãåîìåòðè÷åñêîå ñâîéñòâî, ôîðìóëèðóåìîå íèæå â ëåììå.
Õîðîøî èçâåñòíî (ñì. [131]), ÷òî ôóíêöèß ρN∗ , çàäàâàåìàß ôîðìóëîé
ρN∗(f, g) =
∫
Γ
ln(1 + |f(ζ)− g(ζ)|)σ(dζ), f, g ∈ N∗,
îïðåäåëßåò â N∗ ìåòðèêó, ïðåâðàùàß N∗ â ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî. ×èòàòåëü ëåãêî ìîæåò çàìåòèòü, ÷òî ìåòðèêà ρN∗ ñîâïàäàåò ñ
ñóæåíèåì ìåòðèêè ρN ïðîñòðàíñòâà ÎñòðîâñêîãîÍåâàíëèííû N íà ïðî-
ñòðàíñòâî Ñìèðíîâà N∗.
Ëåììà 7.5. Ìíîæåñòâî X ïðîñòðàíñòâà N∗ îãðàíè÷åíî â ëèíåéíî-
òîïîëîãè÷åñêîì ñìûñëå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èíòåãðàëû ñåìåé-
ñòâà ôóíêöèé {ln+ |f(ζ)|, ζ ∈ Γ}f∈X ðàâíîñòåïåííî àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíû íà Γ .
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè X îãðàíè÷åíî â N∗, òî äëß ëþáîãî ε > 0 ñóùå-
ñòâóåò òàêîå α0 > 0, ÷òî ïðè α ∈ C, |α| ≤ α0, âûïîëíåíî ρN∗(0, αf) < ε/2.
Â ÷àñòíîñòè, äëß α = α0 èìååì∫
Γ
ln(1 + α0|f(ζ)|)σ(dζ) < ε
2
,
îòêóäà, èñïîëüçóß íåðàâåíñòâî (2.18) èç ïóíêòà 2.2.2, èìååì∫
F
ln(1 + |f(ζ)|)σ(dζ) ≤
∫
F
ln(1 + α0|f(ζ)|)σ(dζ)+
+
∫
F
ln
(
1 +
1
α0
)
σ(dζ) <
ε
2
+ ln
(
1 +
1
α0
)
σF, f ∈ X,
äëß ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà F íà Γ . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè
σF <
ε
2
[
ln
(
1 +
1
α0
)]−1
= δ(ε) ñïðàâåäëèâî
∫
F
ln+ |f(ζ)|σ(dζ) ≤
∫
F
ln(1 + |f(ζ)|)σ(dζ) < ε
2
+
ε
2
= ε, f ∈ X,
òî åñòü èíòåãðàëû ñåìåéñòâà {ln+ |f(ζ)|, ζ ∈ Γ}f∈X ðàâíîñòåïåííî àáñî-
ëþòíî íåïðåðûâíû íà Γ .
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Îáðàòíî, â ñèëó íåðàâåíñòâà ln(1 + a) ≤ ln+ a+ ln 2, a ≥ 0, èç óñëîâèß
ðàâíîñòåïåííîé àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè èíòåãðàëîâ ñåìåéñòâà ôóíê-
öèé {ln+ |f(ζ)|, ζ ∈ Γ}f∈X âûòåêàåò ðàâíîñòåïåííàß àáñîëþòíàß íåïðå-
ðûâíîñòü èíòåãðàëîâ ñåìåéñòâà {ln(1 + |f(ζ)|), ζ ∈ Γ}f∈X , à òàêæå îãðà-
íè÷åííîñòü ýòîãî ñåìåéñòâà â ìåòðèêå L1(Γ, σ). Äåéñòâèòåëüíî, äëß ε = 1
íàéäåòñß δ > 0 òàêîå, ÷òî ïðè σF < δ âûïîëíåíî∫
Γ
ln(1 + |f(ζ)|)σ(dζ) < ε = 1, f ∈ X.
Ðàçáèâàß Γ íà êîíå÷íîå ÷èñëî K ÷àñòåé F1, . . . , FK ìåðû ìåíüøå δ, ïî-
ëó÷èì ∫
Γ
ln(1 + |f(ζ)|)σ(dζ) =
K∑
k=1
∫
Fk
ln(1 + |f(ζ)|)σ(dζ) < K
äëß âñåõ f ∈ X.
Íà îñíîâàíèè äîêàçàííûõ äâóõ ñâîéñòâ óñòàíîâèì îãðàíè÷åííîñòü
ìíîæåñòâà X â ïðîñòðàíñòâå N∗. Äëß ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 íàõîäèì òà-
êîå δ(ε) > 0, ÷òî äëß ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà F íà Γ ñ σF < δ(ε)
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∫
F
ln(1 + |f(ζ)|)σ(dζ) < ε
2
äëß âñåõ f ∈ X, è äëß δ(ε) > 0 íàõîäèì òàêîå λ > 0, ÷òî ìíîæåñòâî
Eλ = {ζ ∈ Γ | |f(ζ)| > λ} èìååò ìåðó σEλ ≤ K/ ln(1 + λ) < δ(ε). Òîãäà,
ñ÷èòàß α ∈ C, |α| ≤ 1, ïîëó÷àåì
ρN∗(0, αf) =
∫
Γ
ln(1 + |αf(ζ)|)σ(dζ) ≤
∫
Eλ
ln(1 + |f(ζ)|)σ(dζ)+
+
∫
Γ\Eλ
ln(1 + |α|λ)σ(dζ) < ε
2
+ ln(1 + |α|λ)
äëß âñåõ f ∈ X. Âûáèðàß 0 < α0 ≤ 1 òàêèì, ÷òîáû ln(1 + |α|λ) < ε/2 ïðè
|α| ≤ α0, èìååì ρN∗(0, αf) <
ε
2
+
ε
2
= ε äëß âñåõ f ∈ X, òî åñòü ìíîæåñòâî
X îãðàíè÷åíî â N∗.
Äîêàçàòåëüñòâî (òåîðåìû 7.4). Òàê êàê äëß ëþáîãî α ∈ C è ëþáîé
g ∈ N∗ ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà ρN∗(0, αgr) ≤ ρN∗(0, αg), â êîòîðûõ
gr(z) = g(rz), z ∈ G, äëß âñåõ 0 ≤ r < 1, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(pν(z)), â ñèëó óñëîâèß (2) è ëåììû 7.5, îãðàíè÷åíà â N∗, òî, îáîçíà-
÷àß prν(z) = pν(rz), ν ∈ N, z ∈ G, 0 ≤ r < 1, çàêëþ÷àåì, ÷òî â N∗
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îãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî {prν , ν ∈ N, 0 ≤ r < 1} è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî
ëåììå 7.5 ðàâíîñòåïåííî àáñîëþòíî íåïðåðûâíû èíòåãðàëû ñåìåéñòâà
{ln+ |pν(rζ), ζ ∈ Γ}ν∈N,0≤r<1 íà Γ . Ñîãëàñíî òåîðåìå 7.1, (pν(z)) ñõîäèòñß
ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f êëàññà N ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ îáëàñòè G.
Ïîýòîìó, ïåðåõîäß ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì 0 ≤ r < 1 ê ïðåäåëó ïðè
ν →∞, ïîëó÷èì, ÷òî ñâîéñòâîì ðàâíîñòåïåííîé àáñîëþòíîé íåïðåðûâíî-
ñòè îáëàäàþò èíòåãðàëû ñåìåéñòâà {ln+ |f(rζ)|, ζ ∈ Γ}0≤r<1, òî åñòü ÷òî
ôóíêöèß f ïðèíàäëåæèò êëàññó N∗.
Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé òåîðåìû 7.4, ñ ó÷åòîì ëåììû 7.5, äîêàçûâàåòñß
òàê æå, êàê â òåîðåìå 7.1.
Çàìå÷àíèå 7.6. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (n = 1) óòâåðæäåíèß òåîðåì
7.17.4 äëß êëàññîâ N , N∗ è Hp äîêàçàíû Ã.Ö.Òóìàðêèíûì ([41, ãë. II,
8]), äëß êëàññîâ Nq  Ð.Ìåøòðîâè÷åì ([104]; ñì. òàêæå ìîíîãðàôèþ
Ð. Ìåøòðîâè÷à è Æ. Ïàâè÷åâè÷à [105]), äëß êëàññà M  â [5].
Çàìå÷àíèå 7.7. Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [16].
8Ëèíåéíûå èçîìåòðèè
Â ãëàâå èçó÷àþòñß ëèíåéíûå èçîìåòpèè ïpîñòpàíñòâ È.È.Ïðèâàëîâà
è ïðîñòðàíñòâ Mq (q > 0). Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèß óñòàíàâëèâàåòñß, ÷òî
â ñëó÷àå q > 1 ìíîæåñòâà ëèíåéíûõ èçîìåòpèé äëß ïpîñòpàíñòâ Nq è
Mq pàçëè÷íû, ÷òî óêàçûâàåò íà ðàçëè÷èå ýòèõ êëàññîâ êàê ìåòpè÷åñêèõ
ïpîñòpàíñòâ. Äîïîëíèòåëüíî óñòàíàâëèâàþòñß íåêîòîpûå ñâîéñòâà èíúåê-
òèâíûõ ëèíåéíûõ èçîìåòpèé ïpîñòpàíñòâ Mq (q > 0) ñïåöèàëüíîãî âèäà.
8.1. Ñâåäåíèß î ëèíåéíûõ èçîìåòpèßõ ïpîñòpàíñòâ
ãîëîìîpôíûõ ôóíêöèé
Â ïàpàãpàôå îáñóæäàþòñß pàçëè÷íûå påçóëüòàòû, îòíîñßùèåñß ê ëè-
íåéíûì èçîìåòpèßì ïpîñòpàíñòâ ãîëîìîpôíûõ ôóíêöèé. Ïîä ëèíåéíîé
èçîìåòpèåé ëèíåéíîãî è ìåòpè÷åñêîãî ïpîñòpàíñòâà âñþäó äàëåå ïîíèìà-
åòñß ëèíåéíîå è èçîìåòpè÷íîå îòîápàæåíèå ýòîãî ïpîñòpàíñòâà â ñåáß (íå
îáßçàòåëüíî ñþpúåêòèâíîå).
8.1.1. Ëèíåéíûå èçîìåòpèè ïpîñòpàíñòâ Hp
Âîïpîñ îá îïèñàíèè ìíîæåñòâ ëèíåéíûõ èçîìåòpèé ôóíêöèîíàëüíûõ
ïpîñòpàíñòâ âîçíèê ïpàêòè÷åñêè îäíîâpåìåííî ñ âîçíèêíîâåíèåì ôóíê-
öèîíàëüíîãî àíàëèçà; ïpè ýòîì îáû÷íî pàññìàòpèâàëèñü ñþpúåêòèâíûå
èçîìåòpèè ýòèõ ïpîñòpàíñòâ (ñì. [2, pàçä.XI]). Îáùèé âèä ñþpúåêòèâ-
íîé ëèíåéíîé èçîìåòpèè ïpîñòpàíñòâà Lp (1 ≤ p 6= 2) èíòåãpèpóåìûõ
ïî Ëåáåãó è ïpîñòpàíñòâà C íåïpåpûâíûõ íà îòpåçêå ôóíêöèé íàøåë
Ñ.Áàíàõ â ñâîåé ìîíîãpàôèè [2, pàçä.XI, 5]. Còpóêòópó ïpîèçâîëü-
íîé, íå îáßçàòåëüíî ñþpúåêòèâíîé, ëèíåéíîé èçîìåòpèè ïpîñòpàíñòâà Lp
(0 < p 6= 2) íàøåë Äæ.Ëàìïåpòè â ñâîåé ñòàòüå [96, òåîpåìà 3.1].
Îäíèì èç ñàìûõ ïëîäîòâîpíûõ ìåòîäîâ èçó÷åíèß ëèíåéíûõ èçîìåòpèé
ôóíêöèîíàëüíûõ ïpîñòpàíñòâ îêàçàëàñü òåõíèêà êpàéíèõ òî÷åê (îòíî-
ñèòåëüíî ïîíßòèß êpàéíåé òî÷êè ñì. [66, ãë.V, 6]). Íåòpóäíî âèäåòü,
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÷òî ìíîæåñòâî êpàéíèõ òî÷åê åäèíè÷íîãî øàpà íîpìèpîâàííîãî ïpî-
ñòpàíñòâà èíâàpèàíòíî îòíîñèòåëüíî ëþáîé ëèíåéíîé ñþpúåêòèâíîé èçî-
ìåòpèè, äåéñòâóþùåé â ýòîì ïpîñòpàíñòâå. Òàêèì îápàçîì, åñëè èçâåñò-
íà õàpàêòåpèñòèêà êpàéíèõ òî÷åê åäèíè÷íîãî øàpà, òî ëèíåéíûå ñþpú-
åêòèâíûå èçîìåòpèè ýòîãî ïpîñòpàíñòâà îêàçûâàþòñß íå ÷åì èíûì, êàê
ïåpåñòàíîâêîé ìíîæåñòâà êpàéíèõ òî÷åê åäèíè÷íîãî øàpà. Íà ýòîì ïó-
òè áûëè îïèñàíû ìíîæåñòâà ñþpúåêòèâíûõ ëèíåéíûõ èçîìåòpèé pàâíî-
ìåpíûõ àëãåáp (àëãåáp íåïpåpûâíûõ ôóíêöèé ñ pàâíîìåpíîé íîpìîé);
ïpè ýòîì îáû÷íî èñïîëüçóåòñß ïpèåì ïåpåõîäà ê ëèíåéíûì ñþpúåêòèâ-
íûì èçîìåòpèßì ïpîñòpàíñòâà, ñîïpßæåííîãî ê èñõîäíîìó (ñì. [83, ãë. 9]).
Îäíàêî òàêèì ñïîñîáîì íåâîçìîæíî íàéòè, íàïpèìåp, ëèíåéíûå ñþpúåê-
òèâíûå èçîìåòpèè ïpîñòpàíñòâ Ëåáåãà Lp (p ≥ 1). Äåéñòâèòåëüíî, ó åäè-
íè÷íîãî øàpà ïpîñòpàíñòâà L1 âîîáùå íåò êpàéíèõ òî÷åê, â òî âpåìß êàê
äëß ïpîñòpàíñòâ Lp (p > 1) êpàéíèìè òî÷êàìè åäèíè÷íîãî øàpà áóäóò âñå
òî÷êè åäèíè÷íîé ñôåpû (ñì. [70, ãë. 7, 6]). Òàê ÷òî è â òîì è â äpóãîì
ñëó÷àå êpàéíèå òî÷êè åäèíè÷íîãî øàpà íå äàþò íèêàêîé èíôîpìàöèè î
ñòpóêòópå èçîìåòpèè ïpîñòpàíñòâà Lp. Ëó÷øå îáñòîèò äåëî, åñëè âìåñòî
ïpîñòpàíñòâà L1 pàññìàòðèâàòü åãî ãîëîìîpôíûé àíàëîã  ïpîñòpàíñòâî
Õàpäè H1. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ïîêàçàëè Ê. äå Ëåó è Ó.Ðóäèí (ñì. [97, òåî-
påìà 1]), êpàéíèìè òî÷êàìè åäèíè÷íîãî øàpà ïpîñòpàíñòâà H1 ßâëßþòñß
âíåøíèå ôóíêöèè åäèíè÷íîé íîpìû, òî åñòü ôóíêöèè âèäà
f(z) = C exp
pi∫
−pi
eiθ + z
eiθ − z p(θ)
dθ
2pi
,
ãäå C ∈ T è p  íåêîòîpàß äåéñòâèòåëüíàß èíòåãpèpóåìàß ôóíêöèß íà
îòpåçêå [−pi, pi] ñ íîpìèpóþùèì óñëîâèåì
pi∫
−pi
ep(θ)
dθ
2pi
= 1.
Èñïîëüçóß ýòó õàpàêòåpèñòèêó êpàéíèõ òî÷åê, Ê. äå Ëåó ñíà÷àëà â [98],
à çàòåì ñîâìåñòíî ñ Ó.Ðóäèíûì è Äæ.Âåpìåpîì â [99, òåîpåìà 2] íàøåë
îáùèé âèä ëèíåéíûõ ñþpúåêòèâíûõ èçîìåòpèé ïpîñòpàíñòâà H1  îíè
èìåþò âèä
(If)(λ) = α τ ′(λ) f(τ(λ)), λ ∈ U, f ∈ H1, (8.1)
äëß íåêîòîpîãî ÷èñëà α ∈ T è íåêîòîpîãî êîíôîpìíîãî îòîápàæåíèß τ
åäèíè÷íîãî êpóãà íà ñåáß (ñì. òàêæå [83]). Èõ äîêàçàòåëüñòâî îïèpàëîñü
íà îïèñàíèå ìíîæåñòâà ëèíåéíûõ ñþpúåêòèâíûõ èçîìåòpèé ïpîñòpàíñòâà
H∞, ïîëó÷åííîå ìåòîäàìè pàâíîìåpíûõ ïpîñòpàíñòâ. Îòìåòèì, ÷òî ïî-
÷òè îäíîâpåìåííî ñ äå Ëåó, Ðóäèíûì è Âåpìåpîì ëèíåéíûå ñþpúåêòèâ-
íûå èçîìåòpèè ïpîñòpàíñòâà H∞ (íåßâíî) áûëè íàéäåíû Ì.Íàãàñàâîé
(ñì. [109, òåîpåìû 2 è 3]). Ñþpúåêòèâíûå ëèíåéíûå èçîìåòpèè ïpîñòpàí-
ñòâà H∞ èìåþò âèä
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(If)(λ) = α f(τ(λ)), λ ∈ U, f ∈ H∞, (8.2)
äëß íåêîòîpîãî ÷èñëà α ∈ T è íåêîòîpîãî êîíôîpìíîãî îòîápàæåíèß τ
åäèíè÷íîãî êpóãà íà ñåáß (ñì. [83]). Òàêîé æå âèä èìåþò ñþpúåêòèâíûå
ëèíåéíûå èçîìåòpèè ïpîñòpàíñòâà A, ñîñòîßùåãî èç ôóíêöèé, ãîëîìîpô-
íûõ âíóòpè è íåïpåpûâíûõ íà çàìûêàíèè åäèíè÷íîãî êpóãà U (ñì. [83]).
Èíòåpåñíî, ÷òî äî ñèõ ïîp, íàñêîëüêî ýòî èçâåñòíî, íå íàéäåí îáùèé âèä
ëèíåéíûõ (íå îáßçàòåëüíî ñþpúåêòèâíûõ) èçîìåòpèé äëß ïpîñòpàíñòâà
H∞, õîòß äëß ïpîñòpàíñòâà A àíàëîãè÷íàß ïpîáëåìà påøåíà (ñì. [71]).
Â ñëó÷àå 1 < p < +∞ âñå òî÷êè åäèíè÷íîé ñôåpû ßâëßþòñß êpàéíè-
ìè äëß åäèíè÷íîãî øàpà ïpîñòpàíñòâà Hp, òàê ÷òî ïpèâåäåííûé âûøå
ìåòîä çäåñü íåïpèìåíèì. Äàëüíåéøåå pàçâèòèå ìåòîäîâ òåîpèè pàâíî-
ìåpíûõ ïpîñòpàíñòâ äëß èçó÷åíèß èçîìåòpèé ïpîñòpàíñòâ ãîëîìîpôíûõ
ôóíêöèé ñì. â pàáîòàõ Æ.Ìàéåpà [34], [35] è Ì.À.Ñòàíåâà [43].
Èòàê, òåõíèêà êpàéíèõ òî÷åê ïîçâîëßåò îïèñûâàòü ëèíåéíûå ñþpúåê-
òèâíûå èçîìåòpèè ïpîñòpàíñòâ Hp ëèøü â äâóõ ÷àñòíûõ ñëó÷àßõ: p = 1
è p = +∞. Ïîâîpîòíîé â ýòîì îòíîøåíèè ñòàëà ñòàòüß Ô.Ôîpåëëè
[74](1964), â êîòîpîé áûë ïîëó÷åí îáùèé âèä ëèíåéíûõ èçîìåòpèé ïpî-
ñòpàíñòâ Hp äëß âñåõ êîíå÷íûõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîêàçàòåëåé p 6= 2, áåç-
îòíîñèòåëüíî ê òîìó, êàêèå èçîìåòpèè pàññìàòpèâàþòñß  èíúåêòèâíûå
èëè ñþpúåêòèâíûå. Åãî ìåòîä çàêëþ÷àëñß â èçó÷åíèè ¾àíàëèòè÷åñêèõ¿
ñâîéñòâ êâàçèíîpìû ïpîñòpàíñòâà Hp è, ïî-âèäèìîìó, ßâëßåòñß ñàìûì
îáùèì è ïëîäîòâîpíûì, íå îñíîâàííûì íè íà êàêèõ ñîîápàæåíèßõ ¾ãåî-
ìåòpè÷åñêîãî¿ òèïà. Ââèäó âàæíîñòè pàáîòû Ô.Ôîpåëëè, ïpèâåäåì òåî-
påìó â åå îpèãèíàëüíîé ôîpìóëèpîâêå. Îòíîñèòåëüíî ïîíßòèß âíóòpåí-
íåé ôóíêöèè ñì. íèæå.
Òåîðåìà 8.1 (Ô.Ôîpåëëè [74]). Ïóñòü 0 < p < +∞, p 6= 2 è I 
ëèíåéíàß èçîìåòpèß ïpîñòpàíñòâà Hp. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàß íåïî-
ñòîßííàß âíóòpåííßß ôóíêöèß φ è òàêàß ôóíêöèß F êëàññà Hp, ÷òî
If = F f(φ), f ∈ Hp, (8.3)
ïpè÷åì ôóíêöèè φ è F ñâßçàíû ñîîòíîøåíèåì∫
X
|F ∗|p dσ =
∫
X
1
P (φ)
dσ (8.4)
äëß êàæäîãî ìíîæåñòâà X èç Σ(φ), ãäå Σ(φ) è P (φ) îáîçíà÷àþò, ñîîò-
âåòñòâåííî, σ-àëãåápó è ßäpî Ïóàññîíà, ïîpîæäåííûå âíóòpåííåé ôóíê-
öèåé φ.
Îápàòíî, åñëè ôóíêöèß F ∈ Hp è âíóòpåííßß ôóíêöèß φ ñâßçàíû ñî-
îòíîøåíèåì (8.4), òî îòîápàæåíèå (8.3) ßâëßåòñß ëèíåéíîé èçîìåòpè-
åé Hp.
Çäåñü P (φ) îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ P (φ(0), eiθ), −pi ≤ θ ≤ pi, ãäå P 
ßäpî Ïóàññîíà (1.12) äëß åäèíè÷íîãî êpóãà U , à Σ(φ)  ñîâîêóïíîñòü
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ïîäìíîæåñòâ T âèäà X 4 Z, ãäå X ∈ φ−1(Σ), Σ îáîçíà÷àåò σ-àëãåápó
σ-èçìåpèìûõ ìíîæåñòâ íà T , Z ∈ Σ, σZ = 0, è çíàê 4 îáîçíà÷àåò îïåpà-
öèþ ñèììåòpè÷åñêîé pàçíîñòè ìíîæåñòâ (ñì. [74]).
Ñëó÷àé p = 2, èñêëþ÷åííûé â óñëîâèè òåîpåìû, ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ
ãèëüáåpòîâà ïpîñòpàíñòâà, êîãäà H2, êàê è âñßêîå ãèëüáåpòîâî ïpîñòpàí-
ñòâî, èìååò íåîáîçpèìî ìíîãî èçîìåòpèé.
Êàê ñëåäñòâèå îñíîâíîé òåîpåìû Ô.Ôîpåëëè ïîëó÷èë îïèñàíèå ñþpú-
åêòèâíûõ ëèíåéíûõ èçîìåòpèé ïpîñòpàíñòâà Hp.
Òåîðåìà 8.2 (Ô.Ôîpåëëè [74]). Ïóñòü 0 < p < +∞, p 6= 2 è I 
ëèíåéíàß èçîìåòpèß Hp íà âñå Hp.
Òîãäà
If = b (φ′)1/p f(φ), (8.5)
ãäå φ  íåêîòîpîå êîíôîpìíîå îòîápàæåíèå åäèíè÷íîãî êpóãà íà ñåáß è
|b| = 1.
Îápàòíî, åñëè |b| = 1 è φ  êîíôîpìíîå îòîápàæåíèå åäèíè÷íîãî
êpóãà íà ñåáß, òî (8.5) îïpåäåëßåò ëèíåéíóþ èçîìåòpèþ Hp íà âñå Hp.
Çàìåòèì, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå p = 1 ôîpìóëà (8.5) ñîäåpæèò ôîpìóëó
(8.1), à ôîpìóëó (8.2) ìîæíî pàññìàòpèâàòü êàê ïpåäåë ôîpìóëû (8.5)
ïpè p→ +∞.
Íà ìíîãîìåpíûé ñëó÷àé påçóëüòàò Ô.Ôîpåëëè pàñïpîñòpàíßëñß íå-
ñêîëüêèìè àâòîpàìè (ñì. [125], [75], [117], [94]). Ïîæàëóé, îêîí÷àòåëüíóþ
ôîpìó ýòîò påçóëüòàò ïpèîápåë â pàáîòå [94]. Îãpàíè÷èìñß påçóëüòàòîì
â ôîpìóëèpîâêå Ó.Ðóäèíà, êàê pàç îõâàòûâàþùåé ñëó÷àé øàpà è ïîëè-
êpóãà. ×òîáû ñôîpìóëèpîâàòü ýòó òåîpåìó, ïîíàäîáßòñß îáîáùåíèß ïîíß-
òèé âíóòpåííåé ôóíêöèè è âíóòpåííåãî îòîápàæåíèß íà ñëó÷àé ôóíêöèé
íåñêîëüêèõ êîìïëåêñíûõ ïåpåìåííûõ.
Îïðåäåëåíèå 8.3. Ãîëîìîpôíàß ôóíêöèß ψ íàçûâàåòñß âíóòpåííåé â
îáëàñòè G, åñëè îíà îãpàíè÷åíà è åå pàäèàëüíûå ãpàíè÷íûå çíà÷åíèß ψ∗
(êîòîpûå ñóùåñòâóþò ïî÷òè âñþäó íà Γ ïî òåîpåìå èç ïóíêòà 1.2.2)
pàâíû åäèíèöå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ïî÷òè âñþäó íà Γ . Àíàëîãè÷íûì
îápàçîì, ãîëîìîpôíîå îòîápàæåíèå φ: G→ Cn íàçûâàåòñß âíóòpåííèì
â îáëàñòè G, åñëè îíî îãpàíè÷åíî è åãî pàäèàëüíûå ãpàíè÷íûå çíà÷åíèß
φ∗(γ), γ ∈ Γ , îïpåäåëßåìûå, êàê è äëß ôóíêöèé, ïî ôîpìóëå (1.29) è
ñóùåñòâóþùèå ïî÷òè âñþäó íà Γ ñîãëàñíî òåîpåìå ïóíêòà 1.2.2, ïpè-
íàäëåæàò Γ äëß ïî÷òè âñåõ γ ∈ Γ .
Îòíîñèòåëüíî îïpåäåëåíèß âíóòpåííèõ ôóíêöèé è îòîápàæåíèé ñì.
[118, ãë. 19, 1, ï. 1 è 3, ï. 4] è [116, ãë.V, 2, îïpåäåëåíèå 1]. Çàìåòèì,
÷òî âíóòpåííèå ôóíêöèè è îòîápàæåíèß äåéñòâóþò íà ñàìîì äåëå â
U è G ñîîòâåòñòâåííî, â ÷åì íåòpóäíî óáåäèòüñß ñ ïîìîùüþ òåîpåì
Ñìèpíîâà (ñì. ïóíêò 2.1.3) è èíòåãpàëüíûõ íåpàâåíñòâ Ïóàññîíà äëß
îãpàíè÷åííûõ ãîëîìîpôíûõ ôóíêöèé. Êàæäîå âíóòpåííåå îòîápàæåíèå
φ ïîñpåäñòâîì pàäèàëüíûõ ãpàíè÷íûõ çíà÷åíèé ïîpîæäàåò èçìåpèìîå
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îòîápàæåíèå φ∗ : Γ → Γ , è, àíàëîãè÷íî, âíóòpåííßß ôóíêöèß ψ ïîpîæ-
äàåò èçìåpèìóþ ôóíêöèþ ψ∗ : Γ → T .
Òåîðåìà 8.4 (Ó.Ðóäèí [117]). Ïóñòü 0 < p < +∞ è p 6= 2. Äëß ëþ-
áîé ëèíåéíîé èçîìåòpèè I ïpîñòpàíñòâà Hp íàéäåòñß òàêàß ôóíêöèß
F ∈ Hp è òàêîå âíóòpåííåå îòîápàæåíèå φ îáëàñòè G, ÷òî
(If)(z) = F (z)f(φ(z)), z ∈ G, f ∈ Hp, (8.6)
ïpè÷åì F è φ ñâßçàíû ñîîòíîøåíèåì∫
Γ
h(φ∗(γ))|F ∗(γ)|p σ(dγ) =
∫
Γ
h(γ)σ(dγ) (8.7)
äëß êàæäîé îãpàíè÷åííîé áîpåëåâñêîé íà Γ ôóíêöèè h.
Îápàòíî, åñëè ôóíêöèß F ∈ Hp è âíóòpåííåå îòîápàæåíèå φ îáëà-
ñòè G ñâßçàíû ñîîòíîøåíèåì (8.7) äëß êàæäîé îãpàíè÷åííîé áîpåëåâ-
ñêîé ôóíêöèè h íà Γ , òî (8.6) îïpåäåëßåò ëèíåéíóþ èçîìåòpèþ ïpî-
ñòpàíñòâà Hp.
Çàìåòèì, ÷òî ýòà òåîpåìà â ÷åì-òî ñîçâó÷íà ïî ôîpìóëèpîâêå òåîpåìå 3.1
èç [96], îïèñûâàþùåé ëèíåéíûå èçîìåòpèè ïpîñòpàíñòâ Lp. Îòíîñèòåëüíî
ñþpúåêòèâíûõ ëèíåéíûõ èçîìåòpèé ïpîñòpàíñòâ Hp ñì. [118, ãë. 7, 5,
òåîpåìà 6] è [125].
Ïpèâåäåì òàêæå òåîpåìó, îïèñûâàþùóþ îáùèé âèä ëèíåéíûõ ñþpú-
åêòèâíûõ èçîìåòpèé ïpîñòpàíñòâà H∞, êîòîpàß ñïpàâåäëèâà òàêæå äëß
ïpîñòpàíñòâà A ôóíêöèé, ãîëîìîpôíûõ âíóòpè è íåïpåpûâíûõ íà çàìû-
êàíèè îáëàñòè G.
Òåîðåìà 8.5 (Ï.Ð.Àõåpí, Ð.Øíàéäåp [56]). Äëß òîãî ÷òîáû îòîápà-
æåíèå I áûëî ëèíåéíîé ñþpúåêòèâíîé èçîìåòpèåé ïpîñòpàíñòâà H∞,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû I äëß êàæäîé ôóíêöèè f ∈ H∞ èìåëî
âèä
(If)(z) = α f(φ(z)), z ∈ G,
ãäå α ∈ T è φ  íåêîòîpûé àâòîìîpôèçì îáëàñòè G.
8.1.2. Ëèíåéíûå èçîìåòpèè ïpîñòpàíñòâà N∗
Îïèpàßñü íà îïèñàíèå ëèíåéíûõ èçîìåòpèé ïpîñòpàíñòâ Hp, ïîëó-
÷åííîå Ó.Ðóäèíûì, Ê.Ñòåôåíñîí íàøåë îáùèé âèä ëèíåéíûõ èçîìåòpèé
ïpîñòpàíñòâà Ñìèpíîâà N∗. Íàïîìíèì, ÷òî ìåòpèêà â ïpîñòpàíñòâå N∗
èíäóöèpóåòñß ìåòpèêîé ïpîñòpàíñòâà N (ñì. ôîpìóëó (1.20)).
Òåîðåìà 8.6 (Ê.Ñòåôåíñîí [133]). Äëß òîãî ÷òîáû îòîápàæåíèå I
áûëî ëèíåéíîé èçîìåòpèåé ïpîñòpàíñòâà N∗, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû äëß âñåõ ôóíêöèé f èç N∗ îíî èìåëî âèä
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(If)(z) = ψ(z)f(φ(z)), z ∈ G, (8.8)
ãäå ψ  íåêîòîpàß âíóòpåííßß ôóíêöèß â îáëàñòè G è φ  íåêîòîpîå
âíóòpåííåå îòîápàæåíèå îáëàñòè G, pàäèàëüíûå ãpàíè÷íûå çíà÷åíèß
êîòîpîãî ñîõpàíßþò ìåpó σ íà Γ .
Íåïîñpåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ñôîpìóëèpîâàííîé âûøå òåîpåìû
ßâëßåòñß õàpàêòåpèñòèêà ëèíåéíûõ ñþpúåêòèâíûõ èçîìåòpèé ïpîñòpàí-
ñòâà N∗.
Òåîðåìà 8.7 (Ê.Ñòåôåíñîí [133]). Îòîápàæåíèå I ïpåäñòàâëßåò ñî-
áîé èçîìåòpè÷åñêèé àâòîìîpôèçì ïpîñòpàíñòâà N∗ òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà äëß âñåõ ôóíêöèé f èç N∗ îíî èìååò âèä (8.8), ãäå
ψ(z) ≡ α ∈ T , à φ  àâòîìîpôèçì îáëàñòè G, îñòàâëßþùèé òî÷êó
0 íåïîäâèæíîé.
Çàìå÷àíèå 8.8. Àâòîìîpôèçìû φ èç óòâåpæäåíèß òåîpåìû 8.7 â ñëó÷àå
G = Bn îápàçóþò ãpóïïó U(n,C) óíèòàpíûõ ïpåîápàçîâàíèé Cn, à â ñëó-
÷àå G = Un  ãpóïïó S(n,C) ïpåîápàçîâàíèé Cn âèäà
(z1, . . . , zn) 7→ (α1zτ(1), . . . , αnzτ(n)),
ãäå α1, . . ., αn ∈ T è (τ(1), . . . , τ(n))  íåêîòîpàß ïåpåñòàíîâêà ÷èñåë
(1, 2, . . . , n) (ñì. [133]).
Çàìå÷àíèå 8.9. Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. [133]), ÷òî pàâíîìåpíî íåïpåpûâ-
íîå îòîápàæåíèå I èç N∗ â N∗ ßâëßåòñß ëèíåéíîé èçîìåòpèåé ïpîñòpàí-
ñòâà N∗ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ßâëßåòñß ëèíåéíîé èçîìåòpè-
åé õîòß áû äâóõ ïpîñòpàíñòâ Õàpäè. Â ýòîì ñëó÷àå I áóäåò ëèíåéíîé
èçîìåòpèåé âñåõ áåç èñêëþ÷åíèß ïpîñòpàíñòâ Õàpäè. Ýòî îáñòîßòåëü-
ñòâî íàïîìèíàåò àíàëîãè÷íóþ ñèòóàöèþ äëß èçîìåòpèé ïpîñòpàíñòâ Lp
(ñì. [96, ñëåäñòâèå 3.1]).
Çàìå÷àíèå 8.10. Õîòß pàáîòà [133], êàê âèäíî èç åå íàçâàíèß, ïîñâßùåíà
èçó÷åíèþ ëèíåéíûõ èçîìåòpèé ïpîñòpàíñòâà Íåâàíëèííû N , påçóëüòàòû,
îòíîñßùèåñß ê ïpîñòpàíñòâó N , íå òàêèå ïîëíûå. Èçâåñòíî òîëüêî (ñì.
[133]), ÷òî
(1) êàæäàß ëèíåéíàß èçîìåòpèß ïpîñòpàíñòâà N ïpîñòpàíñòâî N∗ ïåpå-
âîäèò â N∗ è äîïîëíåíèå ê íåìó N \N∗ ïåðåâîäèò â N \N∗;
(2) íå âñßêîå îòîápàæåíèå âèäà (8.8) ßâëßåòñß ëèíåéíîé èçîìåòpèåé N ,
äàæå åñëè ψ  âíóòpåííßß ôóíêöèß, à φ(z) = z, z ∈ G;
(3) â ñëó÷àå n = 1 îòîápàæåíèå f 7→ ψf ßâëßåòñß ëèíåéíîé èçîìåòpèåé
ïpîñòpàíñòâà N òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ψ  ïpîèçâåäåíèå Áëßøêå
(îòíîñèòåëüíî îïpåäåëåíèß ïpîèçâåäåíèß Áëßøêå ñì. [41]).
Íåèçâåñòíî äàæå, âñßêàß ëè ëèíåéíàß èçîìåòpèß N èìååò âèä (8.8) íà
âñåì N (à íå òîëüêî íà N∗, êàê ñëåäóåò èç òåîpåìû 8.6).
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8.2. Èçîìåòpèè ïpîñòpàíñòâ lnq+ L (q > 0)
Ïàpàãpàô íîñèò âñïîìîãàòåëüíûé õàpàêòåp, åãî påçóëüòàòû áóäóò
èñïîëüçîâàíû ïpè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíîé òåîpåìû ïóíêòà 8.3. Çäåñü
äîêàçûâàþòñß íåêîòîpûå ôàêòû, îòíîñßùèåñß ê ëèíåéíûì (èëè
ïîëîæèòåëüíî-îäíîpîäíûì) èçîìåòpèßì ïpîñòpàíñòâà lnq+ L. Â êà÷åñòâå
ñëåäñòâèß ïîëó÷åíî îïèñàíèå ìíîæåñòâà ëèíåéíûõ èçîìåòpèé ïpîñòpàí-
ñòâà lnq+ L.
8.2.1. Ïpîñòpàíñòâî lnq+ L (q > 0)
Ïóñòü (X,µ)  èçìåpèìîå ïpîñòpàíñòâî ñ êîíå÷íîé íåîòpèöàòåëüíîé
ìåpîé.
Îïðåäåëåíèå 8.11. Ïóñòü q > 0. Èçìåpèìàß ôóíêöèß f íà X ïpèíàä-
ëåæèò êëàññó lnq+L = ln
q
+L (X,µ), åñëè ôóíêöèß ln
q
+ |f | èíòåãpèpóåìà
íà X ïî ìåpå µ.
Ñ ó÷åòîì íåpàâåíñòâà (3.12) è êîíå÷íîñòè ìåpû µ, óñëîâèå ïpèíàä-
ëåæíîñòè èçìåpèìîé ôóíêöèè f êëàññó lnq+L pàâíîñèëüíî êîíå÷íîñòè
÷èñëîâîé õàpàêòåpèñòèêè
|f |lnq+ L =
[∫
X
lnq(1 + |f(x)|)µ(dx)
]αq/q
, αq = min(1, q). (8.9)
Õàpàêòåpèñòèêà | · |lnq+ L îáëàäàåò íà ìíîæåñòâå âñåõ èçìåpèìûõ íà X
ôóíêöèé ñâîéñòâàìè
(1) | − f |lnq+ L = |f |lnq+ L;
(2) |f + g|lnq+ L ≤ |f |lnq+ L + |g|lnq+ L;
(3) |fg|lnq+ L ≤ |f |lnq+ L + |g|lnq+ L,
âûòåêàþùèìè íåïîñpåäñòâåííî èç íåpàâåíñòâ (2.18), à òàêæå èç íåpàâåí-
ñòâà òðåóãîëüíèêà â ïðîñòðàíñòâå L q(X,µ).
Ñâîéñòâà (1) è (2) õàpàêòåpèñòèêè | · |lnq+ L ïîçâîëßþò çàêëþ÷èòü, ÷òî
ôóíêöèß
ρlnq+ L(f, g) = |f − g|lnq+ L, f, g ∈ ln
q
+L , (8.10)
èìååò âñå ñâîéñòâà ïîëóìåòpèêè íà êëàññå lnq+L . Îòîæäåñòâëßß èçìåpè-
ìûå ôóíêöèè, ñîâïàäàþùèå ïî÷òè âñþäó, â êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ ïî
ìåpå µ ôóíêöèé è ââîäß pàññòîßíèå ìåæäó ýòèìè êëàññàìè ïîñpåäñòâîì
pàññòîßíèß ìåæäó îòäåëüíûìè èõ ïpåäñòàâèòåëßìè, ïpèõîäèì ê ìåòpè-
÷åñêîìó ïpîñòpàíñòâó (lnq+ L, ρlnq+ L), êîòîpîå è áóäåò ïpåäìåòîì íàøåãî
èçó÷åíèß â ýòîì ïàpàãpàôå è êîòîpîå äëß êpàòêîñòè îáîçíà÷èì ñèìâîëîì
lnq+ L. Îòìåòèì, ÷òî påçóëüòàòû äàííîãî ïóíêòà ñîõpàíßþò ñâîþ ñèëó è â
ñëó÷àå íå îáßçàòåëüíî êîíå÷íîé ìåpû, îäíàêî ïpè ýòîì ïpèõîäèòñß ñîîò-
âåòñòâóþùèì îápàçîì óñëîæíßòü îïpåäåëåíèå êëàññà èçìåpèìûõ ôóíê-
öèé, äëß êîòîpîãî îïpåäåëåíà ïîëóìåòpèêà ρlnq+ L.
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Òåîðåìà 8.12. Êëàññ lnq+ L ßâëßåòñß F -ïpîñòpàíñòâîì îòíîñèòåëüíî
ìåòpèêè ρlnq+ L. Êpîìå òîãî, êëàññ ln
q
+ L ßâëßåòñß F -àëãåápîé, â êîòîpîé
|fg|lnq+ L ≤ |f |lnq+ L + |g|lnq+ L äëß âñåõ f , g ∈ ln
q
+ L.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî òåîpåìû ïî ñóòè ïîâòîpß-
åò äîêàçàòåëüñòâî òåîpåìû ïóíêòà 3.2.1, ïîýòîìó äåòàëè äîêàçàòåëü-
ñòâà áóäóò èíîãäà îïóñêàòüñß. Ïpè pàññìîòpåíèè ýëåìåíòîâ ïpîñòpàíñòâà
lnq+ L áóäåì îòîæäåñòâëßòü êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ ïî ìåpå µ ôóíêöèé
ñ îòäåëüíûìè ïpåäñòàâèòåëßìè ýòèõ êëàññîâ, òî åñòü ñ íåêîòîpûìè èç-
ìåpèìûìè ôóíêöèßìè,  ïîëüçóßñü ñîîòâåòñòâóþùèìè îáîçíà÷åíèßìè è
òåpìèíîëîãèåé.
Çàìêíóòîñòü ïpîñòpàíñòâà lnq+ L îòíîñèòåëüíî îïåpàöèé ïîòî÷å÷íîãî
ñëîæåíèß è óìíîæåíèß ôóíêöèé ñëåäóåò èç ñâîéñòâ (2) è (3) õàpàêòåpè-
ñòèêè | · |lnq+ L.
Ñâîéñòâî èíâàpèàíòíîñòè ìåòpèêè ρlnq+ L îòíîñèòåëüíî îïåpàöèè ïàpàë-
ëåëüíîãî ïåpåíîñà ñëåäóåò íåïîñpåäñòâåííî èç åå îïpåäåëåíèß (8.10).
Ïîêàæåì òåïåpü, ÷òî åñëè íåêîòîpàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé
(fk)k∈N ⊆ lnq+ L ñõîäèòñß ïî ìåòpèêå ρlnq+ L ê íóëþ ïpîñòpàíñòâà ln
q
+ L,
òî äëß ëþáîãî λ ∈ C ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé (λfk) òàêæå ñõîäèò-
ñß ê íóëþ ïpîñòpàíñòâà lnq+ L ïî ìåòpèêå ρlnq+ L. Ýòî ñâîéñòâî ñëåäóåò
íåïîñpåäñòâåííî èç íåpàâåíñòâà |λf |lnq+ L ≤ max(1, |λ|αq )|f |lnq+ L, àíàëî-
ãè÷íîãî íåpàâåíñòâó (3.5) è äîêàçûâàåìîãî àíàëîãè÷íî. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè fk → 0 â ìåòpèêå ïpîñòpàíñòâà lnq+ L, òî ρlnq+ L(fk, 0) = |fk|lnq+ L → 0
è, çíà÷èò, ρlnq+ L(λfk, 0) = |λfk|lnq+ L ≤ max(1, |λ|αq )|fk|lnq+ L → 0, òî åñòü
λfk → 0 ïî ìåòpèêå ρlnq+ L.
Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (λk)k∈N ⊂ C áåñêîíå÷íî
ìàëàß, òî, êàêîâà áû íè áûëà ôóíêöèß f ∈ lnq+ L, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôóíêöèé (λkf) ñõîäèòñß ê íóëåâîìó ýëåìåíòó ïpîñòpàíñòâà ln
q
+ L îòíî-
ñèòåëüíî ìåòpèêè ρlnq+ L. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê λk → 0, òî áåç îãpà-
íè÷åíèß îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî |λk| ≤ 1 äëß âñåõ k ∈ N. Òîãäà
lnq(1 + |λkf(x)|) ≤ lnq(1 + |f(x)|) äëß âñåõ x ∈ X è, òàê êàê λk → 0,
lnq(1 + |λkf(x)|)→ 0 äëß ïî÷òè âñåõ x ∈ X. Ñîãëàñíî ïpåäåëüíîé òåîpåìå
Ëåáåãà îá îãpàíè÷åííîé ñõîäèìîñòè,∫
X
lnq(1 + |λkf(x)|)µ(dx)→ 0 ïpè k → +∞,
îòêóäà |λkf |lnq+ L → 0; ïîñëåäíåå è îçíà÷àåò, ÷òî λkf → 0 ïî ìåòpèêå
ρlnq+ L.
Óæå äîêàçàííûõ ñâîéñòâ ìåòpèêè ρlnq+ L äîñòàòî÷íî, ÷òîáû çàêëþ-
÷èòü, ÷òî ïpîñòpàíñòâî lnq+ L ßâëßåòñß êâàçèíîpìèpîâàííûì îòíîñèòåëü-
íî õàpàêòåpèñòèêè | · |lnq+ L (îïpåäåëåíèå êâàçèíîpìèpîâàííîãî ïpîñòpàí-
ñòâà ñì. â [144, ãë. I, 2, îïpåäåëåíèå 2]). ×òîáû äîêàçàòü óòâåpæäåíèå
î òîì, ÷òî ïpîñòpàíñòâî lnq+ L äåéñòâèòåëüíî ßâëßåòñß F -ïpîñòpàíñòâîì
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îòíîñèòåëüíî ìåòpèêè ρlnq+ L, îñòàëîñü ïîêàçàòü åãî ïîëíîòó. Ñ÷èòàß èç-
âåñòíîé ïîëíîòó ïpîñòpàíñòâà âñåõ èçìåpèìûõ ôóíêöèé îòíîñèòåëüíî
ìåòpèêè ñõîäèìîñòè ïî ìåpå µ, äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû ïpîñòpàíñòâà
lnq+ L ïpîâîäèòñß ñòàíäàpòíûì ñïîñîáîì, òàêèì æå îápàçîì, êàê è äëß
ïpîñòpàíñòâ Ëåáåãà Lp. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü (fk)  ïpîèçâîëüíàß ôóí-
äàìåíòàëüíàß ïî ìåòpèêå ρlnq+ L ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé íà X. Èç
íåpàâåíñòâà ×åáûøåâà ñëåäóåò, ÷òî
µ{x ∈ X | |fk(x)− fl(x)| ≥ δ} ≤
≤ 1
lnq(1 + δ)
∫
X
lnq(1 + |fk(x)− fl(x)|)µ(dx), k, l ∈ N, δ > 0,
ïîýòîìó èç ôóíäàìåíòàëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fk) ïî ìåòpèêå ρlnq+ L
âûòåêàåò åå ôóíäàìåíòàëüíîñòü â ìåòpèêå ñõîäèìîñòè ïî ìåpå µ. Òàê êàê
ìåòpèêà ñõîäèìîñòè ïî ìåpå ïîëíàß, òî ñóùåñòâóåò èçìåpèìàß ôóíêöèß
f(x), x ∈ X, ê êîòîpîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé (fk) ñõîäèòñß ïî ìåpå
µ. Ñîãëàñíî òåîpåìå Ô.Ðèññà, èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fk) ìîæíî âûäå-
ëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(
fkm
)
m∈N, km+1 > km, km ∈ N, m ∈ N, ñõîäß-
ùóþñß ê f óæå ïî÷òè âñþäó (îòíîñèòåëüíî ìåpû µ). Îïßòü âîñïîëüçóåìñß
ôóíäàìåíòàëüíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fk) ïî ìåòpèêå ρlnq+ L. Òîãäà
äëß ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñß òàêîå K ∈ N, ÷òî íåpàâåíñòâî ρlnq+ L(fk, fl) ≤ ε
ñïpàâåäëèâî äëß âñåõ íàòópàëüíûõ k, l ≥ K, òî åñòü[∫
X
lnq(1 + |fk(x)− fl(x)|)µ(dx)
]αq/q
≤ ε, k, l ≥ K.
Ïîëàãàß â ýòîì íåðàâåíñòâå l pàâíûì km è óñòpåìëßß m ê áåñêîíå÷íî-
ñòè, ïî ïpåäåëüíîìó íåpàâåíñòâó ÔàòóËåáåãà (ñì. [106, ãë. II, 1, T7])
ïîëó÷èì[∫
X
lnq(1 + |fk(x)− f(x)|)µ(dx)
]αq/q
≤ ε, k ∈ N, k ≥ K,
òî åñòü |fk − f |lnq+ L ≤ ε äëß ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k ≥ K. Â ÷àñòíîñòè,
ôóíêöèß fK − f ∈ lnq+ L, îòêóäà, â ñèëó äîêàçàííîé âûøå ëèíåéíîñòè
êëàññà lnq+ L, çàêëþ÷àåì, ÷òî f ∈ lnq+ L. Áîëåå òîãî, èç ïpèâåäåííûõ âûøå
pàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëß ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñß òàêîå K ∈ N, ÷òî
ρlnq+ L(fk, f) ≤ ε äëß âñåõ íàòópàëüíûõ k ≥ K. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî fk → f
ïî ìåòpèêå ρlnq+ L è, ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàß ïîëíîòà ïpîñòpàíñòâà ln
q
+ L
äîêàçàíà.
Íåpàâåíñòâî |fg|lnq+ L ≤ |f |lnq+ L + |g|lnq+ L áûëî äîêàçàíî âûøå ñâîé-
ñòâîì (3) õàpàêòåpèñòèêè |·|lnq+ L. Óòâåpæäåíèå îá F -àëãåápàè÷íîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà lnq+ L äîêàçûâàåòñß àíàëîãè÷íî òåîpåìå èç ïóíêòà 3.2.2.
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Çàìå÷àíèå 8.13. Ïpîñòpàíñòâî È.È.Ïpèâàëîâà Nq (q > 1) ïîñpåäñòâîì
pàäèàëüíûõ ãpàíè÷íûõ çíà÷åíèé (1.29) âêëàäûâàåòñß â ïpîñòpàíñòâî
lnq+ L(Γ, σ): f 7→ [f∗], f ∈ Nq, ãäå ñèìâîëîì [f∗] îáîçíà÷åí êëàññ ôóíêöèé,
ñîâïàäàþùèõ σ-ïî÷òè âñþäó ñ ôóíêöèåé f∗; ôóíêöèß f∗ ïpèíàäëåæèò
êëàññó lnq+L ïî òåîpåìå 2.1. Ýòî âëîæåíèå ëèíåéíî è èçîìåòpè÷íî (ñì.
âûpàæåíèå (2.10)). Ñëåäîâàòåëüíî, ïpîñòpàíñòâîNq ìîæíî îòîæäåñòâèòü
ñ íåêîòîpûì çàìêíóòûì ëèíåéíûì ïîäïpîñòpàíñòâîì ïpîñòpàíñòâà lnq+ L.
8.2.2. Îöåíêè pßäà Òåéëîpà ôóíêöèè (ln(1 + x)/x)q
Â ïóíêòå äîêàçûâàþòñß íåêîòîpûå îöåíêè ïpèáëèæåíèß ôóíêöèè
(ln(1+x)/x)q ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè åå pßäà Òåéëîpà â íóëå. Äàííûå îöåí-
êè ïîíàäîáßòñß äëß îáîñíîâàíèß çàêîííîñòè ïpåäåëüíîãî ïåpåõîäà ïîä
çíàêîì èíòåãpàëà â äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíîé òåîpåìû ýòîãî ïàpàãpàôà.
Ðàññìîòpèì ôóíêöèþ
ϕ(x) =
ln(1 + x)
x
, x > 0, (8.11)
äîîïpåäåëèâ åå ïpè x = 0 çíà÷åíèåì 1. Íåòpóäíî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèß
(8.11) ïîëîæèòåëüíà è íåâîçpàñòàåò íà ïpîìåæóòêå R+ = [0,+∞). Áîëåå
òîãî, ñïpàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåpæäåíèå.
Ëåììà 8.14. Äëß ôóíêöèè (8.11) ñïpàâåäëèâû íåpàâåíñòâà
(−1)lϕ(l)(x) ≥ 0 ïpè âñåõ x > 0 è l ∈ Z+.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè l = 0, òî íåpàâåíñòâî (−1)lϕ(l)(x) ≥ 0 îçíà÷àåò
ϕ(x) ≥ 0, ÷òî äåéñòâèòåëüíî èìååò ìåñòî ïpè êàæäîì x > 0.
Ïóñòü òåïåpü l ∈ N. Íàéäåì ßâíîå âûpàæåíèå äëß l-îé ïpîèçâîäíîé
ôóíêöèè (8.11), èñïîëüçóß ïpàâèëî Ëåéáíèöà äèôôåpåíöèpîâàíèß ïpî-
èçâåäåíèß. Èìååì(
ln(1 + x)
x
)(l)
=
l∑
k=0
Ckl (ln(1 + x))
(k)(x−1)(l−k), x > 0.
Åñëè k = 0, òî (ln(1 + x))(k) = ln(1 + x) è (x−1)(l−k) = (−1)ll!x−l−1, x > 0.
Åñëè æå k > 0, òî (ln(1+x))(k) = ((1+x)−1)(k−1) = (−1)k−1(k−1)!(1+x)−k
è (x−1)(l−k) = (−1)l−k(l − k)!x−1−l+k. Ñëåäîâàòåëüíî,(
ln(1 + x)
x
)(l)
=
(−1)ll! ln(1 + x)
xl+1
+
+
l∑
k=1
l!
k!(l − k)!
(−1)k−1(k − 1)!
(1 + x)k
(−1)l−k(l − k)!
xl+1−k
=
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=
(−1)ll! ln(1 + x)
xl+1
+
(−1)l−1l!
xl+1
l∑
k=1
1
k
(
x
1 + x
)k
=
=
(−1)ll!
xl+1
[
ln(1 + x)−
l∑
k=1
1
k
(
x
1 + x
)k]
, x > 0.
Â ñèëó pàçëîæåíèß
ln(1 + x) = − ln 1
1 + x
= − ln
(
1− x
1 + x
)
=
∞∑
k=1
1
k
(
x
1 + x
)k
, x > −1
2
,
âûpàæåíèå â êâàäpàòíûõ ñêîáêàõ ïîëîæèòåëüíî äëß âñåõ x > 0, îòêóäà
è ñëåäóþò èñêîìûå íåpàâåíñòâà ëåììû.
Ñâîéñòâî ôóíêöèè (8.11), äîêàçàííîå â ëåììå 8.14, èìååò îñîáîå íàçâàíèå.
Îïðåäåëåíèå 8.15. Äåéñòâèòåëüíàß ôóíêöèß ϕ íàçûâàåòñß âïîëíå ìî-
íîòîííîé íà ïpîìåæóòêå R∗+ = R+ \{0}, åñëè îíà áåñêîíå÷íî äèôôåpåí-
öèpóåìà íà R∗+ è
(−1)lϕ(l)(x) ≥ 0
äëß âñåõ x ∈ R∗+ è l ∈ Z+.
Òàêèì îápàçîì, ôóíêöèß (8.11)  âïîëíå ìîíîòîííàß íà R∗+.
Ñ.Í.Áåpíøòåéí äîêàçàë, ÷òî óñëîâèå ïîëíîé ìîíîòîííîñòè äåéñòâèòåëü-
íîé íà ïpîìåæóòêå R∗+ ôóíêöèè ϕ(x) ýêâèâàëåíòíî ëþáîìó èç ñëåäóþùèõ
äâóõ óñëîâèé:
(1) (−1)l∆hl . . . ∆h1ϕ(x) ≥ 0 äëß âñåõ l ∈ Z+ è âñåõ x, h1, . . . , hl ∈ R∗+,
ãäå ñèìâîë ∆h, h > 0, îáîçíà÷àåò îïåpàòîp âçßòèß êîíå÷íîé pàçíîñòè:
∆hϕ(x) = ϕ(x+ h)− ϕ(x), x > 0;
(2) ñóùåñòâóåò òàêàß c÷åòíî-àääèòèâíàß íåîòpèöàòåëüíàß ìåpà ν íà äåé-
ñòâèòåëüíîé ïîëóïpßìîé R+, ÷òî
ϕ(x) =
+∞∫
0
e−xt ν(dt), x > 0;
ìåpà ν èç ïîñëåäíåãî ïpåäñòàâëåíèß åäèíñòâåííà (ñì. [106, ãë.XI, 2
¾Ïpèìåíåíèå òåîpåìû ÊpåéíàÌèëüìàíà¿]). Çàìåòèì, ÷òî íà îñíîâàíèè
ïîñëåäíåé ýêâèâàëåíòíîñòè ëåììó 8.14 ìîæíî äîêàçàòü áåç íåïîñpåä-
ñòâåííîãî äèôôåpåíöèpîâàíèß, åñëè âîñïîëüçîâàòüñß òåì, ÷òî ôóíêöèß
(8.11) ßâëßåòñß ïpåîápàçîâàíèåì Ëàïëàñà ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè
ei(t) =
+∞∫
t
e−τ
τ
dτ, t > 0,
íàçûâàåìîé èíòåãpàëüíîé ýêñïîíåíòîé.
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Ëåììà 8.16. Ïpîèçâåäåíèå èëè íåîòpèöàòåëüíàß ëèíåéíàß êîìáèíàöèß
âïîëíå ìîíîòîííûõ ôóíêöèé íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóïpßìîé  âïîëíå
ìîíîòîííàß ôóíêöèß íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóïpßìîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïpåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè f è g âïîëíå ìîíîòîííû
íà R∗+. Òîãäà f è g äèôôåpåíöèpóåìû íà R∗+ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî pàç, ïîýòî-
ìó ôóíêöèß fg òàêæå áåñêîíå÷íî äèôôåpåíöèpóåìà íà ïpîìåæóòêå R∗+.
Ñîãëàñíî ïpàâèëó Ëåéáíèöà äèôôåpåíöèpîâàíèß ïpîèçâåäåíèß, èìååì
(fg)(l)(x) =
l∑
k=0
Ckl f
(k)(x)g(l−k)(x), x > 0, l ∈ Z+.
Òàê êàê ôóíêöèè f è g  âïîëíå ìîíîòîííûå, òî (−1)kf (k)(x) ≥ 0 è
(−1)l−kg(l−k)(x) ≥ 0 ïpè âñåõ x > 0, îòêóäà
(−1)l(fg)(l)(x) =
l∑
k=0
Ckl (−1)kf (k)(x)(−1)l−kg(l−k)(x) ≥ 0, x > 0,
òî åñòü fg òàêæå âïîëíå ìîíîòîííà íà R∗+.
Óòâåpæäåíèå î çàìêíóòîñòè êëàññà âïîëíå ìîíîòîííûõ ôóíêöèé îò-
íîñèòåëüíî âçßòèß íåîòpèöàòåëüíûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ñëåäóåò èç
ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè ïpîèçâîäíîé.
Çàìå÷àíèå 8.17. Ëåììó ìîæíî áûëî áû äîêàçàòü, èñïîëüçóß ñâîéñòâà
ïpåîápàçîâàíèß Ëàïëàñà. Äåéñòâèòåëüíî, ñâåpòêà ìåp ïpè ïpåîápàçîâà-
íèè Ëàïëàñà ïåpåõîäèò â ïîòî÷å÷íîå ïpîèçâåäåíèå èõ îápàçîâ, è òàê
êàê ìíîæåñòâî íåîòpèöàòåëüíûõ ìåp çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåpàöèè
âçßòèß ñâåpòêè, òî ïåpâîå óòâåpæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç êpèòåpèß (2)
ïîëíîé ìîíîòîííîñòè äåéñòâèòåëüíîé ôóíêöèè íà ïîëóïpßìîé (ñì. âû-
øå). Àíàëîãè÷íûì îápàçîì, âòîpîå óòâåpæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç ñâîé-
ñòâà çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà íåîòpèöàòåëüíûõ ìåp îòíîñèòåëüíî îïåpà-
öèè âçßòèß íåîòpèöàòåëüíûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé.
Ëåììà 8.18. Ïóñòü k ∈ N è(
ln(1 + x)
x
)k
=
∞∑
l=0
cl x
l, |x| < 1. (8.12)
Òîãäà cl 6= 0 äëß âñåõ l ∈ Z+ è
(−1)l
[(
ln(1 + x)
x
)k
−
l−1∑
m=0
cmx
m
]
≥ 0, x > 0. (8.13)
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî pßä Òåéëîpà äëß ôóíêöèè (8.11)
â íóëå èìååò îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè èíòåpâàë |x| < 1, ïîýòîìó pßä Òåéëîpà
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ôóíêöèè (ln(1 + x)/x)k òàêæå ñõîäèòñß â ýòîì èíòåpâàëå. Ñîãëàñíî äâóì
ïpåäûäóùèì ëåììàì, ôóíêöèß ϕk âïîëíå ìîíîòîííà íà ëó÷å R∗+ è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ôóíêöèß |(ϕk)(l)| íåâîçpàñòàåò íà R+ äëß êàæäîãî l ∈ Z+.
Åñëè áû êîýôôèöèåíò Òåéëîpà cl = (ϕk)(l)(0)/l! pàâíßëñß íóëþ, òî îò-
ñþäà ñëåäîâàëî áû, ÷òî (ϕk)(l) ≡ 0 íà R+, òî åñòü ôóíêöèß ϕk áûëà áû
ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè ìåíüøåé, ÷åì l. Ïîñëåäíåå, î÷åâèäíî, íå èìååò ìå-
ñòà. Ðàññóæäàß àíàëîãè÷íûì îápàçîì, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïpîèçâîäíàß
ôóíêöèß (ϕk)(l) íå îápàùàåòñß â íóëü íè â îäíîé òî÷êå ïpîìåæóòêà R∗+.
Òåïåpü äîêàæåì íåpàâåíñòâî (8.13). Äëß ýòîãî âîñïîëüçóåìñß ôîpìó-
ëîé Òåéëîpà íà ïpîìåæóòêå [0, x], x > 0, ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîpìå
Ëàãpàíæà:
ϕk(x) =
l−1∑
m=0
cmx
m +
(ϕk)(l)(ξ)
l!
xl
äëß íåêîòîpîãî 0 < ξ < x. Òàê êàê, ïî äîêàçàííîìó âûøå, ôóíêöèß ϕk
âïîëíå ìîíîòîííà íà R∗+, òî (−1)l(ϕk)(l)(ξ) ≥ 0, òî åñòü íåpàâåíñòâî (8.13)
äîêàçàíî.
Íàøåé ñëåäóþùåé çàäà÷åé áóäåò ïîëó÷åíèå îöåíêè, àíàëîãè÷íîé îöåí-
êå ëåììû 8.18, äëß äpóãèõ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëß k.
Ëåììà 8.19. Ïóñòü q > 0 è l  ïpîèçâîëüíîå íåîòpèöàòåëüíîå öåëîå
÷èñëî, íå ïpåâîñõîäßùåå q + 1. Åñëè(
ln(1 + x)
x
)q
=
∞∑
k=0
ck x
k, |x| < 1, (8.14)
òî cl 6= 0 è
(−1)l
[(
ln(1 + x)
x
)q
−
l−1∑
k=0
ckx
k
]
≥ 0, x > 0. (8.15)
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå q ∈ N óòâåpæäåíèå ëåììû ïpåäñòàâëßåò ñîáîé
÷àñòíûé ñëó÷àé óòâåpæäåíèß ëåììû 8.18, òàê ÷òî ñpàçó pàññìîòpèì ñëó-
÷àé q /∈ N. Âîñïîëüçóåìñß ôîpìóëîé äëß ïpîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè
(ñì., íàïpèìåp, [119, ãë. III, 7, òåîpåìà 213]) ïpèìåíèòåëüíî ê êîìïîçè-
öèè ôóíêöèè y = ϕ(x), x > 0, pàññìîòpåííîé â ëåììå 8.14, è ôóíêöèè
z = yq, y > 0. Òîãäà
(ϕq)(l)(x) =
∑
k1+2k2+...+lkl=l
k1, k2,..., kl∈Z+
l!
k1!k2! . . . kl!(1!)k1 . . . (l!)kl
×
×q(q−1) . . . (q−k1−. . .−kl+1)ϕq−k1−...−kl(x)(ϕ′(x))k1 . . . (ϕ(l)(x))kl , x > 0.
(8.16)
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Ôóíêöèß ϕq, òàê æå êàê è ôóíêöèß ϕ, àíàëèòè÷íà â èíòåpâàëå |x| < 1
(ñì. ôîpìóëû (8.12) è (8.14)), òàê ÷òî â ïîñëåäíåì òîæäåñòâå ìîæíî ïå-
påéòè ê ïpåäåëó ïpè x → 0 è ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ôîpìóëà (8.16) ñïpà-
âåäëèâà òàêæå è äëß x = 0. Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî êàæäîå èç ñëàãàå-
ìûõ â ïpàâîé ÷àñòè pàâåíñòâà (8.16) èìååò çíàê (−1)l. Äåéñòâèòåëüíî,
k1 + k2 + . . . + kl ≤ k1 + 2k2 + . . . + lkl = l ≤ q + 1 è, çíà÷èò, ïpîèç-
âåäåíèå q(q − 1) . . . (q − k1 − k2 − . . . − kl + 1) ïîëîæèòåëüíî (q /∈ N!).
Êpîìå òîãî, â ñèëó ëåìì 8.14 è 8.18, (−1)1ϕ′(0) > 0, . . ., (−1)lϕ(l)(0) > 0,
ïîýòîìó ïpîèçâåäåíèå (ϕ′(0))k1 (ϕ′′(0))k2 . . . (ϕ(l)(0))kl èìååò çíàê, îäè-
íàêîâûé ñ (−1)l. Ïîñêîëüêó ñóììà â (8.16) íåïóñòàß, òî çíà÷åíèå l-îé
ïpîèçâîäíîé ôóíêöèè ϕq â íóëå íå ìîæåò áûòü íóëåâûì, è, ñëåäîâàòåëü-
íî, cl = (ϕq)(l)(0)/l! 6= 0. Àíàëîãè÷íûå pàññóæäåíèß ìîãóò áûòü ïpîâå-
äåíû äëß ëþáîãî x > 0 (âìåñòî x = 0), à çíà÷èò, (−1)l(ϕq)(l)(x) > 0,
x > 0. Äëß òîãî ÷òîáû äîêàçàòü íåpàâåíñòâî (8.15), îñòàëîñü ïpèìåíèòü
ôîpìóëó Òåéëîpà íà îòpåçêå [0, x], x > 0, ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîpìå
Ëàãpàíæà:
ϕq(x) =
l−1∑
k=0
ckx
k +
(ϕq)(l)(ξ)
l!
xl, 0 < ξ < x,
è çàìåòèòü, ÷òî (−1)l(ϕq)(l)(ξ) > 0.
8.2.3. Èçîìåòpèè lnq+ L
Â ïóíêòå äîêàçûâàåòñß îñíîâíîé påçóëüòàò ýòîãî ïàpàãpàôà. Ïåpåä
åãî ôîpìóëèpîâêîé íàïîìíèì íåêîòîpûå ýëåìåíòàpíûå ïîíßòèß òåîpèè
ëèíåéíûõ ïpîñòpàíñòâ.
Ïîä êîíóñîì â ëèíåéíîì ïpîñòpàíñòâå áóäåì ïîíèìàòü êîíóñ ñ âåp-
øèíîé â íóëå, òî åñòü ìíîæåñòâî, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèß
íà ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ïîä ïîëîæèòåëüíî-îäíîpîäíûì îòîápàæåíè-
åì èç îäíîãî êîíóñà â äpóãîé (ìîæåò áûòü, òîò æå ñàìûé) ïîíèìàåòñß
îòîápàæåíèå, îäíîpîäíîå ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Çà ñèì-
âîëîì lnq+ L ñîõpàíèì òîò æå ñìûñë, ÷òî è â ïóíêòå 8.2.1. Ñòàíäàpòíóþ
õàðàêòåðèñòèêó â ïpîñòpàíñòâå Ëåáåãà Lp (p > 0) áóäåì îáîçíà÷àòü
|f |Lp =
[∫
X
|f(x)|p µ(dx)
]αp/p
, f ∈ Lp, αp = min(1, p).
Â ñëó÷àå p = +∞ ïîä íîpìîé ‖f‖L∞ äëß èçìåpèìîé ôóíêöèè f ïîíèìàþò
ñóùåñòâåííûé ñóïpåìóì àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè, òî åñòü
‖f‖L∞ = essup
x∈X
|f(x)| = inf
Y⊂X
µY=0
sup
x∈X\Y
|f(x)|
(ñì. [119, ãë. IV, 4 ¾Ïpîñòpàíñòâà L∞(
−→
F ) è L∞(
−→
F )¿]).
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Òåîðåìà 8.20. Ïóñòü q > 0 è ïîëîæèòåëüíî-îäíîpîäíîå îòîápàæåíèå
I êîíóñà C ⊆ lnq+ L â lnq+ L ßâëßåòñß lnq+ L-èçîìåòpè÷íûì, òî åñòü∫
X
lnq(1 + |f(x)|)µ(dx) =
∫
X
lnq(1 + |If(x)|)µ(dx), f ∈ C.
Òîãäà îòîápàæåíèå I áóäåò òàêæå è Lp-èçîìåòpè÷íûì, òî åñòü∫
X
|f(x)|p µ(dx) =
∫
X
|If(x)|p µ(dx), f ∈ C, (8.17)
äëß âñåõ p âèäà q+ l, ãäå l ∈ Z+ è l ≤ q+ 1. Åñëè q ∈ N, òî óòâåpæäåíèå
òåîpåìû ñïpàâåäëèâî äëß âñåõ l ∈ Z+ è òîãäà I òàêæå L∞-èçîìåòpè÷íî,
òî åñòü
essup
x∈X
|f(x)| = essup
x∈X
|If(x)|, f ∈ C.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì ïpîâîäèòü èíäóêöèåé ïî l. Ïpåä-
ïîëîæèì, ÷òî ïîëîæèòåëüíî-îäíîpîäíîå îòîápàæåíèå I èç êîíóñà
C ⊆ lnq+ L â lnq+ L ßâëßåòñß lnq+ L-èçîìåòpè÷íûì. Ðàññìîòpèì ïpîèçâîëü-
íóþ ôóíêöèþ f ∈ C è åå îápàç g = If ïpè îòîápàæåíèè I; çàôèêñèpóåì
èõ íà âñå îñòàâøååñß äîêàçàòåëüñòâî.
1. Áàçà èíäóêöèè l = 0 . Ñîãëàñíî ñâîéñòâó ïîëîæèòåëüíîé îäíîpîä-
íîñòè è lnq+ L-èçîìåòpè÷íîñòè îòîápàæåíèß I, äëß ëþáîãî ε > 0 âûïîëíå-
íî ∫
X
lnq(1 + ε|f(x)|)µ(dx) =
∫
X
lnq(1 + ε|g(x)|)µ(dx).
Ïîäåëèì îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî pàâåíñòâà íà εq è çàíåñåì ÷èñëî 1/ε ïîä
ëîãàpèôì. Òîãäà ïîëó÷èì∫
X
lnq(1 + ε|f(x)|)1/ε µ(dx) =
∫
X
lnq(1 + ε|g(x)|)1/ε µ(dx), ε > 0.
Ôóíêöèè (1 + ε|f |)1/ε è (1 + ε|g|)1/ε, ìîíîòîííî íå óáûâàß, ñõîäßòñß ïpè
ε, óáûâàþùåì ê íóëþ, ê ôóíêöèßì e|f | è e|g| ñîîòâåòñòâåííî, ïîýòîìó, ïî
ïpåäåëüíîé òåîpåìå Á.Ëåâè (ñì., íàïpèìåp, [29, ãë.V, 5, ï. 5, òåîpåìà 7]),
óñòpåìëßß ÷èñëî ε â ïîñëåäíåì pàâåíñòâå ê 0, èìååì∫
X
|f(x)|q µ(dx) =
∫
X
|g(x)|q µ(dx),
òî åñòü pàâåíñòâî (8.17) ïpè p = q äîêàçàíî.
2. Ïåpåõîä èíäóêöèè < l→ l . Ïóñòü óòâåpæäåíèå òåîpåìû ñïpàâåä-
ëèâî äëß âñåõ öåëûõ íåîòpèöàòåëüíûõ k < l. Äîêàæåì, ÷òî òîãäà îíî
èìååò ìåñòî è ïpè k = l. Ïpåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî l ≤ q + 1.
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Ðàññìîòpèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà èíòåãpàë â ëåâîé ÷àñòè èñêîìîãî
pàâåíñòâà (8.17) ïpè p = q+ l êîíå÷åí. Îápàçóåì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíê-
öèþ
χε(y) =
lnq(1 + εy)−
l−1∑
k=0
ck(εy)
q+k
εq+l
, y ≥ 0, ε > 0,
ãäå (ck)k∈Z+ îáîçíà÷àþò êîýôôèöèåíòû pàçëîæåíèß (8.14). Òîãäà, ñîãëàñ-
íî ëåììå 8.19 è îïpåäåëåíèþ ÷èñåë cl, äëß ôóíêöèè χε ïpè âñåõ y ≥ 0
ñïpàâåäëèâû ñâîéñòâà
(α) lim
ε→0+
χε(y) = cly
q+l;
(β)0 ≤ (−1)lχε(y) ≤ Clyq+l, ε > 0,
ñ íåêîòîpîé êîíå÷íîé ïîñòîßííîé Cl ≥ 0. Òàê êàê ôóíêöèß f ïpèíàäëå-
æèò ïpîñòpàíñòâó Lq+l, òî, â ñèëó êîíå÷íîñòè ìåpû µ, îíà ïpèíàäëåæèò
è ïpîñòpàíñòâàì Lp äëß êàæäîãî p âèäà p = q+k, 0 ≤ k ≤ l, à òàêæå ïpî-
ñòpàíñòâó lnq+ L. Ïî ïpåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, îòîápàæåíèå I ßâëßåòñß
Lp-èçîìåòpè÷íûì äëß âñåõ p = q, q + 1, . . ., q + l − 1. Èç ïîëîæèòåëüíîé
îäíîpîäíîñòè è lnq+ L-èçîìåòpè÷íîñòè îòîápàæåíèß I, à òàêæå ñâîéñòâà
ëèíåéíîñòè èíòåãpàëà Ëåáåãà ñëåäóåò, ÷òî∫
X
χε(|f(x)|)µ(dx) =
∫
X
χε(|g(x)|)µ(dx), ε > 0. (8.18)
Ñîãëàñíî ñâîéñòâàì (α) è (β) ôóíêöèè χε, à òàêæå ïpåäïîëîæåíèþ îá
èíòåãpèpóåìîñòè ôóíêöèè |f |q+l, ê ëåâîé ÷àñòè pàâåíñòâà (8.18) ïpèìå-
íèìà òåîpåìà Ëåáåãà îá îãpàíè÷åííîé ñõîäèìîñòè, èç êîòîpîé ñëåäóåò,
÷òî ëåâàß ÷àñòü pàâåíñòâà (8.18) ñõîäèòñß ïpè ε→ 0+ ê êîíå÷íîìó ÷èñëó,
pàâíîìó èíòåãpàëó îò ôóíêöèè cl|f |q+l ïî ìíîæåñòâó X. Â ñèëó pàâåí-
ñòâà (8.18), ïpàâàß ÷àñòü ýòîãî pàâåíñòâà òàêæå èìååò (òîò æå) êîíå÷íûé
ïpåäåë ïpè ε→ 0+, îäíàêî ïpèìåíåíèå òåîpåìû Ëåáåãà â äàííîì ñëó÷àå
çàòpóäíèòåëüíî, ïîñêîëüêó, âîîáùå ãîâîpß, íåèçâåñòíî, ïpèíàäëåæèò ëè
ôóíêöèß g ïpîñòpàíñòâó Lq+l. Èìåííî çäåñü ñóùåñòâåííûì îápàçîì áó-
äåò èñïîëüçîâàíî ïpåäïîëîæåíèå l ≤ q+ 1. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå
ôóíêöèß χε(|g|) çíàêîïîñòîßííà ïpè ε → 0+ (ñì. ëåâóþ ÷àñòü íåpàâåí-
ñòâà (β)). Ñîãëàñíî ïpåäåëüíîìó íåpàâåíñòâó ÔàòóËåáåãà (ñì., íàïpè-
ìåp, [106, òåîðåìà II.T7]) è äîêàçàííîé âûøå îãpàíè÷åííîñòè èíòåãpàëîâ
â ïpàâîé ÷àñòè pàâåíñòâà (8.18), èíòåãpàë ôóíêöèè cl|g|q+l êîíå÷åí. Ïî
ëåììå 8.19, cl 6= 0 è, çíà÷èò, ôóíêöèß |g|q+l èíòåãpèpóåìà íà X. Ïîýòîìó
ê ïpàâîé ÷àñòè pàâåíñòâà (8.18) òàêæå ïpèìåíèìà òåîpåìà Ëåáåãà, ñîãëàñ-
íî êîòîpîé èíòåãpàë â ïpàâîé ÷àñòè ôîpìóëû (8.18) ñõîäèòñß ïpè ε→ 0+
ê èíòåãpàëó îò ôóíêöèè cl|g|q+l ïî ìíîæåñòâó X.
Èòàê, ïpåäåëüíûé ïåpåõîä ïpè ε → 0+ â pàâåíñòâå (8.18) ïpèâîäèò ê
pàâåíñòâó èíòåãpàëîâ ôóíêöèé cl|f |q+l è cl|g|q+l. Òàê êàê cl 6= 0, òî ýòèì
pàâåíñòâî (8.17) ïpè p = q + l äîêàçàíî.
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Â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèß g ïpèíàäëåæèò ïpîñòpàíñòâó Lq+l, ôóíêöèè
f è g â ïpåäûäóùèõ pàññóæäåíèßõ ñëåäóåò ïîìåíßòü pîëßìè.
Íàêîíåö, â ñëó÷àå, êîãäà îáå ôóíêöèè f è g íå ïpèíàäëåæàò ïpîñòpàí-
ñòâó Lq+l, pàâåíñòâî (8.17) ïpè p = q + l òpèâèàëüíî.
Äîêàçàòåëüñòâî âîçìîæíîñòè ïåpåõîäà èíäóêöèè çàâåpøåíî.
Èç äîêàçàòåëüñòâà ïåpåõîäà èíäóêöèè âèäíî, ÷òî èíäóêöèß ïîëó÷è-
ëàñü íåïîëíîé, òàê êàê ñóùåñòâåííûì îápàçîì èñïîëüçîâàëîñü óñëîâèå
l ≤ q + 1. Êàê ñëåäñòâèå, óòâåpæäåíèå òåîpåìû ñïpàâåäëèâî äëß âñåõ
öåëûõ íåîòpèöàòåëüíûõ l ≤ q + 1. Â ñëó÷àå, êîãäà q ∈ N, ëåììà 8.18
ïîçâîëßåò ïpîâåñòè ïîëíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ èíäóêöèþ è, ñëåäîâàòåëüíî,
ñïpàâåäëèâî âòîpîå óòâåpæäåíèå òåîpåìû. Íàêîíåö, ïîñëåäíåå óòâåpæ-
äåíèå (î L∞-èçîìåòpè÷íîñòè) ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèß
lim
p→+∞ ‖f‖Lp = ‖f‖L∞ ,
ñïpàâåäëèâîãî (â ñèëó êîíå÷íîñòè ìåpû µ) äëß ïpîèçâîëüíîé èçìåpèìîé
íà X ôóíêöèè f (ñì. [119, ãë. IV, 4, òåîpåìà 50]).
Ñëåäñòâèå 8.21 (îïèñàíèå ëèíåéíûõ èçîìåòpèé â lnq+ L). Ïóñòü
q > 0 è I  ïpîèçâîëüíàß ëèíåéíàß èçîìåòpèß ïpîñòpàíñòâà lnq+ L.
Òîãäà I èìååò âèä
(If)(x) = h(x)Tf(x), x ∈ X, f ∈ lnq+ L, (8.19)
ãäå T  ñîõpàíßþùèé ìåpó µ èçîìîpôèçì ìíîæåñòâ íà X è |h(x)| = 1
ïî÷òè âñþäó íà ìíîæåñòâå TX.
Îápàòíî, åñëè I èìååò âèä (8.19) äëß íåêîòîpîãî ñîõpàíßþùåãî ìåpó
µ èçîìîpôèçìà ìíîæåñòâ T è íåêîòîpîé èçìåpèìîé ôóíêöèè h, äëß
êîòîpîé |h(x)| = 1 ïî÷òè âñþäó íà TX, òî I  ëèíåéíàß èçîìåòpèß
ïpîñòpàíñòâà lnq+ L.
Îòíîñèòåëüíî íåîáõîäèìûõ ïîíßòèé è îáîçíà÷åíèé ñì. ñòàòüþ
Äæ.Ëàìïåpòè [96].
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïpåäïîëîæèì, ÷òî I  ëèíåéíàß èçîìåòpèß ïpîñòpàí-
ñòâà lnq+ L. Ïîëîæèì C = ln
q
+ L è çàìåòèì, ÷òî âñßêîå ëèíåéíîå îòîápà-
æåíèå I òàêæå è ïîëîæèòåëüíî-îäíîpîäíî. Ñîãëàñíî äîêàçàííîé òåîpåìå,
îòîápàæåíèå I ßâëßåòñß ëèíåéíîé èçîìåòpèåé îäíîâpåìåííî äâóõ ïpî-
ñòpàíñòâ Lq è Lq+1. Ïpèìåíßß ñëåäñòâèå 3.1 èç pàáîòû [96], ïîëó÷àåì, ÷òî
îòîápàæåíèå I èìååò âèä (8.19) íà Lq èëè Lq+1 (åñëè q 6= 2 èëè q + 1 6= 2
ñîîòâåòñòâåííî). Òàê êàê Lq è Lq+1 ïëîòíû â lnq+ L, òî îòîápàæåíèå I
ñîõpàíßåò âèä (8.19) íà âñåì lnq+ L.
Îápàòíîå óòâåpæäåíèå òpèâèàëüíî.
116 8. Ëèíåéíûå èçîìåòðèè
8.3. Ëèíåéíûå èçîìåòpèè ïpîñòpàíñòâ
È.È.Ïpèâàëîâà
Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû ýòîãî ïàðàãðàôà îïèðàåòñß íà òåî-
ðåìó 8.20 è îïèñàíèå ëèíåéíûõ èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâ Õàðäè Hp, p > 0,
â øàðå è ïîëèêðóãå, ïðèíàäëåæàùåå Ó.Ðóäèíó (òåîðåìà 8.4).
Íàïîìíèì, ÷òî ãîëîìîðôíàß ôóíêöèß ψ â G íàçûâàåòñß âíóòðåííåé,
åñëè îíà îãðàíè÷åíà è |ψ∗| = 1 ïî÷òè âñþäó íà Γ . Àíàëîãè÷íî ãîëîìîðô-
íîå îòîáðàæåíèå φ : G → G íàçûâàåòñß âíóòðåííèì, åñëè φ∗(ζ) ∈ Γ äëß
ïî÷òè âñåõ ζ ∈ Γ .
Òåîðåìà 8.22. Îòîáðàæåíèå A èç Nq, q > 1, â ñåáß ßâëßåòñß ëèíåéíîé
èçîìåòðèåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî èìååò âèä
Af(z) = ψ(z)f(φ(z)), z ∈ G, f ∈ Nq, q > 1, (8.20)
ãäå ψ  âíóòðåííßß ôóíêöèß è φ  âíóòðåííåå îòîáðàæåíèå â G, ðà-
äèàëüíûå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèß êîòîðîãî ñîõðàíßþò ìåðó σ íà Γ .
Çàìå÷àíèå 8.23. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò áûë äîêà-
çàí, ñî ñëåãêà îòëè÷íûì îò ïðèâåäåííîãî íèæå ìåòîäîì äîêàçàòåëüñòâà,
â [84]. Îòìåòèì, ÷òî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå âíóòðåííåå îòîáðàæåíèå φ (â
äàííîì ñëó÷àå ôóíêöèß) ñîõðàíßåò ìåðó σ íà Γ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà φ(0) = 0 (ñì. [74]). Â ìíîãîìåpíîì ñëó÷àå ýòî óæå íåâåpíî (ñì. [118,
ãë. 19, 3, ï. 4]).
Çàìå÷àíèå 8.24. Èçîìåòðèè ïðîñòðàíñòâ Ïðèâàëîâà èìåþò â òî÷íîñòè òîò
æå âèä, ÷òî è èçîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà Ñìèðíîâà N∗ (ñì. [133]).
Çàìå÷àíèå 8.25. Èç äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè ïpåäñòàâëåíèß (8.20)
â ïîñëåäíåé òåîpåìå âèäíî, ÷òî äëß ëèíåéíîñòè è èçîìåòpè÷íîñòè pàâíî-
ìåpíî íåïpåpûâíîãî îòîápàæåíèß ïpîñòpàíñòâà Nq (q > 1) â ñåáß íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíî ßâëßëîñü ëèíåéíîé èçîìåòpèåé õîòß áû
äâóõ ïpîñòpàíñòâ Õàpäè. Â ýòîì ñëó÷àå îíî áóäåò ëèíåéíîé èçîìåòpèåé
îäíîâpåìåííî âñåõ ïpîñòpàíñòâ Õàpäè. Ñ äpóãîé ñòîpîíû, íå êàæäàß ëè-
íåéíàß èçîìåòpèß ïpîñòpàíñòâà Hp (p > 0) ßâëßåòñß ñóæåíèåì íåêîòîpîé
ëèíåéíîé èçîìåòpèè ïpîñòpàíñòâà Nq (q > 1); â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñß èç
îáùåãî âèäà ñþpúåêòèâíûõ ëèíåéíûõ èçîìåòpèé ïpîñòpàíñòâ Hp (p 6= 2)
(ñì. [118, ãë. 7, 5, òåîpåìà 6] è [125]).
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Â ñèëó äîêàçàííîãî â ñëåäñòâèè 2.3
âûðàæåíèß äëß êâàçèíîðìû | · |Nq , q > 1, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
|f |Nq =
[∫
Γ
lnq(1 + |f∗(ζ)|)σ(dζ)
]1/q
, f ∈ Nq,
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ãäå f∗(ζ)  ðàäèàëüíûå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèß f(z). Ïîýòîìó Nq, q > 1,
èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíî íåêîòîðîìó ëèíåéíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó ïðî-
ñòðàíñòâà lnq+ L(Γ, σ) ñ ìåòðèêîé ρlnq+ L; ñîîòâåòñòâèå óñòàíàâëèâàåòñß ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: f ∈ Nq 7→ [f∗] ∈ lnq+ L(Γ, σ) (ñð. ñ [118, ñëåäñòâèå 5.6.8]).
Â ñèëó ýòîãî ëþáàß èçîìåòðèß ïðîñòðàíñòâà Nq, q > 1, èíäóöèðóåò èçî-
ìåòðèþ íà ýòîì ïîäïðîñòðàíñòâå â ìåòðèêå ρlnq+ L. Ñîãëàñíî òåîðåìå 8.20∫
Γ
|(Af)∗(ζ)|p σ(dζ) =
∫
Γ
|f∗(ζ)|p σ(dζ), f ∈ Nq, q > 1, (8.21)
äëß âñåõ p = q + l, l ∈ Z+, l ≤ q + 1; â ÷àñòíîñòè, äëß p = q è q + 1. Òàê
êàê ïðè f ∈ Hp, p = q èëè q + 1, îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (8.21) êîíå÷íû è
Af ïðèíàäëåæèò êëàññó Nq, q > 1, òî, ïî òåîðåìå Ï.ß.Ïîëóáàðèíîâîé-
Êî÷èíîé (ñì. òàêæå ñëåäñòâèå 2.7), èç (8.21) âûòåêàåò, âî-ïåðâûõ, ÷òî
êëàññû Õàðäè Hp, p = q, q+1, èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî A è, âî-âòîðûõ,
÷òî A ßâëßåòñß ëèíåéíîé èçîìåòðèåé ïðîñòðàíñòâ Hp, p = q, q + 1. Òàê
êàê q + 1 > 2, òî, ïðèìåíßß òåîðåìó 8.4 ïðè p = q + 1, ïîëó÷àåì, ÷òî
A èìååò âèä (8.6) äëß âñåõ f ∈ Hq+1 ñ íåêîòîðîé ôóíêöèåé ψ ∈ Hq+1
è âíóòðåííèì îòîáðàæåíèåì φ, ñâßçàííûì ñ ψ ñîîòíîøåíèåì (8.7). Ïðè
ýòîì, â ñèëó îäíîâðåìåííîé èçîìåòðè÷íîñòè â íîðìàõ Hq è Hq+1,
[∫
Γ
|ψ∗(ζ)|q σ(dζ)
]1/q
=
[∫
Γ
|1|q σ(dζ)
]1/q
= 1 =
=
[∫
Γ
|1|q+1 σ(dζ)
]1/(q+1)
=
[∫
Γ
|ψ∗(ζ)|q+1 σ(dζ)
]1/(q+1)
(8.22)
(òàê êàê ψ = A1, ãäå 1  òîæäåñòâåííî åäèíè÷íàß ôóíêöèß â G), ÷òî ìî-
æåò áûòü òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî |ψ∗| = 1 ïî÷òè âñþäó íà Γ (ðàâåíñòâî
â íåðàâåíñòâå ìåæäó ñðåäíèìè ñòåïåííûìè ðàçíûõ ïîðßäêîâ äîñòèãàåò-
ñß, òîëüêî åñëè óñðåäíßåìàß ôóíêöèß ïîñòîßííà ïî÷òè âñþäó). Ñîãëàñíî
òåîðåìå Ï.ß.Ïîëóáàðèíîâîé-Êî÷èíîé (èëè ïî ñëåäñòâèþ 2.8), ôóíêöèß
ψ  âíóòðåííßß â îáëàñòè G, à ñîîòíîøåíèå (8.7) ïîêàçûâàåò, ÷òî îòîá-
ðàæåíèå φ∗ : Γ → Γ ñîõðàíßåò ìåðó σ íà Γ .
Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî A ñîõðàíßåò âèä (8.20) íà âñåì ïðîñòðàíñòâå
Nq, q > 1. Äåéñòâèòåëüíî, äëß ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Nq, q > 1, ôóíêöèè
fr(z) = f(rz), z ∈ G, 0 ≤ r < 1, ñõîäßòñß ïðè r → 1− ê f â ñìûñëå
ìåòðèêè ρNq (ñì. òåîðåìó 2.9), ïîýòîìó â ñèëó èçîìåòðè÷íîñòè A èìååì
Afr → Af , r → 1−. Òàê êàê ñõîäèìîñòü â ìåòðèêå ρNq ñèëüíåå ðàâíî-
ìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ, òî äëß ëþáîé òî÷êè z ∈ G âûïîëíåíî
fr(φ(z)) → f(φ(z)) è Afr(z) → Af(z), r → 1−. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôóíê-
öèè fr, 0 ≤ r < 1, ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Hq+1, ïîýòîìó ñïðàâåä-
ëèâî ïðåäñòàâëåíèå Afr(z) = ψ(z)fr(φ(z)). Óñòðåìëßß r → 1−, ïîëó÷àåì
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Af(z) = ψ(z)f(φ(z)), z ∈ G, f ∈ Nq, q > 1, òî åñòü A èìååò èñêîìûé âèä
(8.20) íà âñåì ïðîñòðàíñòâå Nq, q > 1.
Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè ψ  âíóòðåííßß ôóíêöèß â îáëàñòè G è φ 
âíóòðåííåå îòîáðàæåíèå G â ñåáß, ðàäèàëüíûå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèß êî-
òîðîãî ñîõðàíßþò ìåðó σ íà Γ , òî ñâîéñòâî èçîìåòðè÷íîñòè îòîáðàæå-
íèß Af(z) = ψ(z)f(φ(z)), z ∈ G, f ∈ Nq, q > 1, ëåãêî ïðîâåðßåò-
ñß äëß ñëó÷àß, êîãäà f  ïîëèíîì (â ýòîì ñëó÷àå, î÷åâèäíî, Af ∈ Nq
è (f(φ))∗(ζ) = f(φ∗(ζ))), ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèß |ψ∗| = 1 ïî÷òè âñþäó
íà Γ è ôîðìóëû çàìåíû ïåðåìåííîé â èíòåãðàëå Ëåáåãà:
|Af |Nq =
[∫
Γ
lnq
(
1 + |ψ∗(ζ)f(φ∗(ζ))|)σ(dζ)]1/q =
=
[∫
Γ
lnq
(
1+|f(φ∗(ζ))|)σ(dζ)]1/q = [∫
Γ
lnq
(
1+|f(ζ)|)σ(dζ)]1/q = |f |Nq .
(8.23)
Òàê êàê ïîëèíîìû ïëîòíû â Nq, q > 1, è Nq, q > 1,  ïîëíîå â ìåòðèêå
ρNq (ñì. ñëåäñòâèå 2.10 è òåîðåìó 3.6), òî îòîáðàæåíèå A åäèíñòâåííûì
ñïîñîáîì ïðîäîëæàåòñß íà âñå Nq, q > 1, ñ ñîõðàíåíèåì ñâîéñòâà èçîìåò-
ðè÷íîñòè. Ñîãëàñíî äîêàçàííîé íåîáõîäèìîñòè, ýòà èçîìåòðèß ñîõðàíßåò
òîò æå âèä Af(z) = ψ(z)f(φ(z)) (ñ òåìè æå ψ è φ) íà âñåì Nq, q > 1.
Ñëåäñòâèå 8.26. Îòîáðàæåíèå A ßâëßåòñß ñþðúåêòèâíîé ëèíåéíîé èçî-
ìåòðèåé Nq, q > 1, íà ñåáß òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
Af(z) = αf(φ(z)), z ∈ G, f ∈ Nq, q > 1, (8.24)
ãäå α ∈ C, |α| = 1 è φ  àâòîìîðôèçì îáëàñòè G, cîõðàíßþùèé ìåðó σ
íà Γ .
Çàìå÷àíèå 8.27. Àâòîìîðôèçìû îáëàñòè G, ñîõðàíßþùèå ìåðó σ íà Γ
(èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, îñòàâëßþùèå òî÷êó 0 íåïîäâèæíîé) èìåþò ïðî-
ñòîå îïèñàíèå (ñì. [133])  ýòî ãðóïïà Un(C) óíèòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
Cn (â ñëó÷àå øàðà) è ïîäãðóïïà Sn(C) ãðóïïû Un(C), ñîñòîßùàß èç ïðå-
îáðàçîâàíèé Cn âèäà
(z1, z2, . . . , zn) 7→ (α1zτ(1), α2zτ(2), . . . , αnzτ(n)),
ãäå |α1| = |α2| = . . . = |αn| = 1 è (τ(1), τ(2), . . . , τ(n))  ïåðåñòàíîâêà
(1, 2, . . . , n) (â ñëó÷àå ïîëèêðóãà). Ñëåäîâàòåëüíî, äëß ãðóïï Isom Nq èçî-
ìåòðèé ïðîñòðàíñòâ Nq, q > 1, â øàðå è ïîëèêðóãå èìååì èçîìîðôèçìû
Isom Nq ' T × Un(C) è Isom Nq ' T × Sn(C)
ñîîòâåòñòâåííî.
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Çàìå÷àíèå 8.28. Ñþðúåêòèâíûå ëèíåéíûå èçîìåòðèè ïðîñòðàíñòâ Ïðèâàëîâà
èìåþò òàêîé æå âèä, êàê ó ïðîñòðàíñòâà Ñìèðíîâà (ñì. [133]).
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü.Ïðèìåíßß íåîáõîäèìîñòü òåîðåìû 8.22
ê A è A−1, ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèß
Af(z) = ψ(z)f(φ(z)), A−1f(z) = χ(z)f(θ(z)), z ∈ G, f ∈ Nq,
ñ íåêîòîðûìè âíóòðåííèìè ôóíêöèßìè ψ è χ è âíóòðåííèìè îòîáðàæå-
íèßìè φ è θ, ðàäèàëüíûå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèß êîòîðûõ ñîõðàíßþò ìåðó
σ íà Γ . Ïîäñòàâëßß âòîðîå âûðàæåíèå (âìåñòî f) â ïåðâîå, ïîëó÷àåì
f(z) = ψ(z)χ(φ(z))f(θ(φ(z))), z ∈ G, f ∈ N q, (8.25)
è, ïîëàãàß f(z) ≡ 1, èìååì ψ(z)χ(φ(z)) ≡ 1. Òàê êàê |ψ(z)| ≤ 1 è χ(z)| ≤ 1,
òî îòñþäà âûòåêàåò |ψ(z)| ≡ 1, |χ(φ(z))| ≡ 1, è ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà
ìîäóëß ψ(z) ≡ α, α ∈ C, |α| = 1.
Ïîäñòàâëßß òåïåðü âìåñòî f â (8.25) ïîñëåäîâàòåëüíî âñå êîîðäèíàò-
íûå ôóíêöèè, èìååì θ(φ(z)) ≡ z, è àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî
φ(θ(z)) ≡ z. Ïîýòîìó φ è θ âçàèìíî îáðàòíû â G è, òàêèì îáðàçîì, ßâëß-
þòñß àâòîìîðôèçìàìè îáëàñòè G.
Äîñòàòî÷íîñòü. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèß A è B ðàâåíñòâàìè
Af(z) = αf(φ(z)), Bf(z) = α−1f(φ−1(z)), z ∈ G, f ∈ Nq.
Î÷åâèäíî, ÷òî îòîáðàæåíèß φ è φ−1 (êàê àâòîìîðôèçìû) îáà ßâëßþòñß
âíóòðåííèìè, ïðè÷åì êàê φ, òàê è φ−1 ñîõðàíßþò ìåðó σ íà Γ . Ñîãëàñíî
äîñòàòî÷íîñòè òåîðåìû 8.22, îíè ßâëßþòñß ëèíåéíûìè èçîìåòðèßìè íà
Nq, è òàê êàê, ÷òî ëåãêî ïðîâåðßåòñß, îíè âçàèìíî îáðàòíû íà Nq, òî
A  ñþðúåêòèâíàß ëèíåéíàß èçîìåòðèß ïðîñòðàíñòâà Nq, q > 1, íà ñåáß.
8.4. Ëèíåéíûå èçîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà N lnN
Òåîðåìà 8.29. Îòîáðàæåíèå A ïðîñòðàíñòâà N logN â ñåáß ïðåäñòàâ-
ëßåò ñîáîé ëèíåéíóþ èçîìåòðèþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî èìååò
âèä
(Af)(z) = Ψ(z)f(Φ(z)), z ∈ G, f ∈ N logN, (8.26)
â êîòîðîì Ψ  âíóòðåííßß ôóíêöèß â îáëàñòè G è Φ  âíóòðåííåå
ïðåîáðàçîâàíèå G â ñåáß, ñîõðàíßþùåå ìåðó σ íà Γ .
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïîâòîðßåò â öåëîì àíàëîãè÷-
íûå ðàññóæäåíèß äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 8.22, ïîýòîìó îãðàíè÷èìñß
ëèøü íåêîòîðûìè ìîìåíòàìè.
Ïóñòü f ∈ N lnN è ε > 0. Òîãäà
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lim
r↑1
∫
Γ
1
ε
ω(ln(1 + ε|f(rγ)|))σ(dγ) = lim
r↑1
∫
Γ
1
ε
ω(ln(1 + ε|Af(rγ)|))σ(dγ),
ïðè÷åì èíòåãðàëû ñëåâà è ñïðàâà ßâëßþòñß íåóáûâàþùèìè ïî r. Êðîìå
òîãî, ïîñêîëüêó ôóíêöèß ψ(x) = ω(ln(1 +x)) âûïóêëà ââåðõ ïðè x ≥ 0, òî
èõ ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèß íå óáûâàþò ïðè ε ↓ 0+, ïîýòîìó, ïåðåõî-
äß ê ïðåäåëó ïðè ε ↓ 0+ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, ïåðåñòàâëßß
çíàêè ïðåäåëà ïî r è ïî ε è çàíîñß ïðåäåë ïî ε ïîä çíàê èíòåãðàëà, ïîëó-
÷èì
lim
r↑1
∫
Γ
|f(rγ)|σ(dγ) = lim
r↑1
∫
Γ
|Af(rγ)|σ(dγ),
òî åñòü óñòàíîâëåíî ñâîéñòâî èçîìåòðè÷íîñòè îòîáðàæåíèß A â íîðìå
ïðîñòðàíñòâà Õàðäè H1.
Äàëåå, îãðàíè÷èâàßñü ôóíêöèßìè êëàññà Õàðäè H2, ñ ïîìîùüþ ïðå-
äåëüíîé òåîðåìû Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè íà îñíîâàíèè èçî-
ìåòðè÷íîñòè â íîðìå H1 è èçîìåòðè÷íîñòè â ìåòðèêå N lnN óñòàíàâëè-
âàåòñß èçîìåòðè÷íîñòü â íîðìå H2.
Èç èçîìåòðè÷íîñòè îòîáðàæåíèß A â íîðìàõ äâóõ ïðîñòðàíñòâ Õàðäè
òàê æå, êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 8.22, ñ ó÷åòîì óæå äîêàçàííûõ
ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà N lnN , âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Òåîðåìà 8.30. Îòîáðàæåíèå A ïðîñòðàíñòâà N logN â ñåáß ïðåäñòàâ-
ëßåò ñîáîé èçîìåòðè÷åñêèé àâòîìîðôèçì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
A èìååò âèä (8.26), ãäå Ψ(z) ≡ α ∈ T è Φ  àâòîìîðôèçì îáëàñòè G,
îñòàâëßþùèé 0 íåïîäâèæíûì.
Ïîñêîëüêó äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåé òåîðåìû ïîëíîñòüþ ïîâòîðßåò äî-
êàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîé òåîðåìû äëß ïðîñòðàíñòâ Ïðèâàëîâà, òî îïóñ-
êàåì åãî.
8.5. Ëèíåéíûå èçîìåòpèè ïpîñòpàíñòâ Mq (q > 0)
8.5.1. Ñþðúåêòèâíûå èçîìåòðèè ïðîñòðàíñòâ Mq (q > 0)
Òåîðåìà 8.31. Îòîáðàæåíèå A : Mq → Mq ßâëßåòñß ñþðúåêòèâíîé
ëèíåéíîé èçîìåòðèåé ïðîñòðàíñòâà Mq, q > 0, òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíî èìååò äëß âñåõ ôóíêöèé f ∈M q âèä
Af(z) = αf(φ(z)), z ∈ G, (8.27)
ãäå α ∈ C, |α| = 1, è φ  áèãîëîìîðôíûé àâòîìîðôèçì îáëàñòè G, îñòàâ-
ëßþùèé òî÷êó 0 íà ìåñòå.
Äëß äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ïîíàäîáßòñß ñëåäóþùèå ëåììû.
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Ëåììà 8.32. Ôóíêöèß ln(1 + x)/x è ôóíêöèè (ln(1 + x)/x)q äëß ëþáîãî
q > 0 ßâëßþòñß âïîëíå ìîíîòîííûìè íà (0,+∞).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî ôóíêöèß ln(1 + x)/x ßâëßåòñß ïðåîáðà-
çîâàíèåì Ñòèëòüåñà íåêîòîðîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè g(t), òî åñòü
ln(1 + x)
x
=
+∞∫
0
g(t)
x+ t
dt, x > 0, g(t) ≥ 0.
Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèì g(t) = 1/t, åñëè t ≥ 1, è g(t) = 0, åñëè 0 ≤ t < 1.
Òîãäà
+∞∫
0
g(t)
x+ t
dt =
1
x
+∞∫
1
(1
t
− 1
x+ t
)
dt =
1
x
ln
t
x+ t
∣∣∣+∞
1
=
ln(1 + x)
x
, x > 0.
Ñîãëàñíî [57, òåîðåìà 1.2] îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèß ln(1 + x)/x ëî-
ãàðèôìè÷åñêè âïîëíå ìîíîòîííà, òî åñòü (−1)n[ln(ln(1 + x)/x)](n) ≥ 0,
x > 0, n ∈ N, îòêóäà, ïî [126, òåîðåìà 9], âûòåêàåò ïîëíàß ìîíîòîííîñòü
ôóíêöèé (ln(1 + x)/x)q äëß âñåõ q > 0.
Ñëåäóþùàß ëåììà ßâëßåòñß íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ôîðìóëû
Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà è îïðåäåëåíèß âïîëíå
ìîíîòîííîé ôóíêöèè.
Ëåììà 8.33. Åñëè âïîëíå ìîíîòîííàß ôóíêöèß ϕ(x) íà (0,+∞) ïðîäîë-
æàåòñß äî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè íà [0,+∞), òî äëß
ëþáîãî n ∈ N âûïîëíßåòñß íåðàâåíñòâî
(−1)n
xn
[
ϕ(x)− ϕ(0)− ϕ′(0)x− . . .− ϕ
(n−1)(0)
(n− 1)! x
n−1
]
≥ 0, x > 0,
ïðè÷åì ϕ(n)(0) 6= 0, åñëè òîëüêî ϕ 6≡ const.
Çàìå÷àíèå 8.34. Íà ñàìîì äåëå, ôóíêöèß â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ëåì-
ìû 8.33 òàêæå âïîëíå ìîíîòîííà íà (0,+∞).
Ëåììà 8.35. Åñëè ìåðà µ â óñëîâèßõ òåîðåìû 8.20 êîíå÷íà, òî îòîáðà-
æåíèå A ñîõðàíßåò íîðìó ïðîñòðàíñòâà L∞(X,µ) (ñóùåñòâåííûé ñó-
ïðåìóì ìîäóëß ôóíêöèè).
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî ëåììû 8.33 ïîçâîëßåò óòâåðæäàòü, ÷òî
ïîëíàß ìàòåìàòè÷åñêàß èíäóêöèß â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 8.20 ïðîõî-
äèò äëß ëþáîãî q > 0. Ïîýòîìó óòâåðæäåíèå òåîðåìû 8.20 ñïðàâåäëèâî
äëß âñåõ p = q + l, l ∈ Z+. Ñëåäîâàòåëüíî, óòâåðæäåíèå ëåììû âûòåêàåò
èç ïðåäåëüíîãî ñîîòíîøåíèß
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‖f‖∞ = lim
l→∞
‖f‖q+l, f ∈ L∞(X,µ),
â êîòîðîì ‖ · ‖∞ è ‖ · ‖p îáîçíà÷àþò ñòàíäàðòíûå íîðìû â ïðîñòðàíñòâàõ
L∞(X,µ) è Lp(X,µ), âûïîëíåííîãî â ñèëó êîíå÷íîñòè ìåðû µ (ñì. [119,
òåîðåìà 50]).
Äîêàçàòåëüñòâî (òåîðåìû). Íåîáõîäèìîñòü. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ
ôóíêöèþ f ∈ Mq, q > 0. Ïóñòü C  êîíóñ â ïðîñòðàíñòâå lnq+ L, íàòß-
íóòûé íà ôóíêöèþ Mradf , òî åñòü ëó÷ {tMradf | t > 0}. Îòîáðàæåíèå
A åñòåñòâåííûì îáðàçîì èíäóöèðóåò ïîëîæèòåëüíî-îäíîðîäíóþ èçîìåò-
ðèþ êîíóñà C â lnq+ L. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíû âñå óñëîâèß ëåììû 8.35.
Ñîãëàñíî ëåììå 8.35 ïîëó÷èì ñâîéñòâî èçîìåòðè÷íîñòè îòîáðàæåíèß A â
íîðìå ïðîñòðàíñòâà H∞ è, èñïîëüçóß òåîðåìó 8.5, íàéäåì, ÷òî îòîáðà-
æåíèå A èìååò äëß âñåõ f ∈ H∞ âèä (8.27) ñ íåêîòîðûì α ∈ C, |α| = 1,
è íåêîòîðûì áèãîëîìîðôíûì àâòîìîðôèçìîì φ îáëàñòè G. Òàê êàê H∞
ïëîòíî â Mq è ñõîäèìîñòü â ìåòðèêå ρMq ñèëüíåå ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìî-
ñòè â îáëàñòè G (ñì. ñëåäñòâèß 4.7 è 4.10), òî îòîáðàæåíèå A ñîõðàíßåò
âèä (8.27) è íà âñåì ïðîñòðàíñòâåMq. Îòñþäà, ïðè óñëîâèè èçîìåòðè÷íî-
ñòè A â ìåòðèêå ρMq , ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà 0 ßâëßåòñß íåïîäâèæíîé òî÷êîé
îòîáðàæåíèß φ.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî íå òàê, òî ðàññìîòðèì íà Γ ìíîæåñòâî K ñïå-
öèàëüíîãî âèäà: ïåðåñå÷åíèå íåêîòîðîãî øàðà â Cn ñ Sn â ñëó÷àå G = Bn,
èëè äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå îòêðûòûõ äóã íà åäèíè÷íûõ îêðóæíîñòßõ,
ñîñòàâëßþùèõ îñòîâ ïîëèêðóãà â ñëó÷àå G = Un. Òîãäà äëß ëþáîãî
0 < ε < 1 ñóùåñòâóåò ãîëîìîðôíàß ôóíêöèß f â G, êîòîðàß äîñòèãàåò
ìàêñèìàëüíîãî ïî ìîäóëþ çíà÷åíèß, ðàâíîãî 1, íà ëþáîì ðàäèóñå, èäó-
ùåì â òî÷êó K, ïðè ïðèáëèæåíèþ ê ãðàíèöå, è ïðèíèìàåò çíà÷åíèß, íå
ïðåâîñõîäßùèå ïî ìîäóëþ ε, íà îñòàëüíûõ ðàäèóñàõ îáëàñòè G. Â ñëó-
÷àå øàðà òàêàß ôóíêöèß ñóùåñòâóåò ñîãëàñíî îñíîâíîé òåîðåìå èç [61], à
â ñëó÷àå ïîëèêðóãà òàêóþ ôóíêöèþ ìîæíî ïîñòðîèòü êàê ïðîèçâåäåíèå
ôóíêöèé, çàâèñßùèõ êàæäàß îò ñâîåé ïåðåìåííîé, ïîëó÷åííûõ ïðèìåíå-
íèåì óïîìßíóòîé òåîðåìû â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Çàìåòèì, ÷òî äëß ïî÷òè
êàæäîãî ζ ∈ K Mf(ζ) = |f∗(ζ)| = 1, à äëß êàæäîãî ζ ∈ Γ \K Mf(ζ) ≤ ε.
Òàê êàê àâòîìîðôèçì φ íåïðåðûâíî ïðîäîëæàåòñß íà G, òî îí ïåðåâî-
äèò êàæäûé ðàäèóñ, èäóùèé â òî÷êó ζ ∈ Γ , â êðèâóþ, íà÷èíàþùóþñß
â φ(0) è çàêàí÷èâàþùóþñß â φ(ζ), ïðè÷åì ýòà êðèâàß ïîäõîäèò ê φ(ζ)
ïî äîïóñòèìîìó íàïðàâëåíèþ. Òàê êàê äîïóñòèìûå ïðåäåëû f ñîâïàäàþò
ñ ðàäèàëüíûìè (òàì, ãäå îíè ñóùåñòâóþò, òî åñòü ïî÷òè âñþäó), îòñþ-
äà çàêëþ÷àåì, ÷òî Mf(φ(ζ)) ≥ (Mf)(φ(ζ)) = 1 â ïî÷òè êàæäîé òî÷êå
ζ ∈ Γ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà, îïðåäåëßåìîãî óñëîâèåì φ(ζ) ∈ K, à òàê êàê
|f(z)| ≤ 1 (ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà ìîäóëß), òî Mf(φ)(ζ) íå ìîæåò ïðå-
âîñõîäèòü 1. Ñëåäîâàòåëüíî, Mf(φ)(ζ) = 1 äëß ïî÷òè âñåõ ζ ∈ Γ , òàêèõ
÷òî φ(ζ) ∈ K. Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî
|Af |qMq =
∫
Γ
lnq
(
1 +Mf(φ)(ζ)
)
σ(dζ) ≥
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≥
∫
φ−1(K)
lnq
(
1 +Mf(φ)(ζ)
)
σ(dζ) = lnq 2σ(φ−1(K)).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
|f |qMq =
∫
K
lnq
(
1 +Mf(ζ)
)
σ(dζ) +
∫
Γ\K
lnq
(
1 +Mf(ζ)
)
σ(dζ) ≤
≤ lnq 2σ(K) + lnq(1 + ε)σ(Γ \K).
Ïîñêîëüêó, â ñèëó èçîìåòðè÷íîñòè A, âûïîëíåíî |f |Mq = |Af |Mq , òî
lnq 2σ(φ−1(K)) ≤ lnq 2σ(K) + lnq(1 + ε)σ(Γ \K).
Óñòðåìëßß â ýòîì íåðàâåíñòâå ε → 0+, èìååì σ(φ−1(K)) ≤ σ(K). Çäåñü
K  ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî ñïåöèàëüíîãî âèäà íà Γ . Êàæäîå
áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî E ⊆ Γ äëß ëþáîãî ε > 0 ìîæíî ïîêðûòü ñ÷åò-
íûì íàáîðîì ìíîæåñòâ Kl óêàçàííîãî âûøå âèäà òàê, ÷òî âûïîëíßåòñß
íåðàâåíñòâî
∑
l
σKl < σE + ε. Ïîýòîìó
σ(φ−1(E)) ≤
∑
l
σ(φ−1(Kl)) ≤
∑
l
σKl < σE + ε,
îòêóäà ïðè ε → 0+ ïîëó÷àåì σ(φ−1(E)) ≤ σE äëß ëþáîãî áîðåëåâ-
ñêîãî ìíîæåñòâà E íà Γ . Ïðèìåíßß ýòî íåðàâåíñòâî ê äîïîëíåíèþ E
íà Γ , íàéäåì ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî σE ≤ σ(φ−1(E)), ïîýòîìó
σE = σ(φ−1(E)), òî åñòü φ ñîõðàíßåò ìåðó σ íà Γ . Ïðîèçâîäß çàìåíó
ïåðåìåííîé γ = φ(ζ), èìååì∫
Γ
φ(ζ)σ(dζ) =
∫
Γ
γ σ(dγ),
ïîëó÷èì φ(0) = 0, òàê êàê∫
Γ
φ(ζ)σ(dζ) = φ(0) è
∫
Γ
γ σ(dγ) = 0,
â ñèëó ñâîéñòâà ñðåäíåãî çíà÷åíèß ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé.
Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé òåîðåìû äîêàçûâàåòñß ïî ñòàíäàðòíîé ñõå-
ìå. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 8.27, àâòîìîðôèçìû φ îáëàñòè G, ñîõðàíßþùèå
òî÷êó 0, ßâëßþòñß ëèíåéíûìè îòîáðàæåíèßìè, ñîõðàíßþùèìè ìåðó σ
íà Γ . Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ðàäèàëüíàß ìàêñèìàëüíàß ôóíêöèß Mradg(ζ)
ôóíêöèè g(z), îïðåäåëåííîé â G, çàäàíà ôîðìóëîé
Mradg(ζ) = sup
0≤r<1
|g(rζ)|, ζ ∈ Γ , òî Mradg(φ)(ζ) = Mradg(φ(ζ)) äëß ëþáîãî
ζ ∈ Γ (òàê êàê ðàäèóñû ïåðåõîäßò â ðàäèóñû). Ïîýòîìó äëß îòîáðàæåíèß
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A, îïðåäåëåííîãî ïî ôîðìóëå Af(z) = αf(φ(z)), z ∈ G, f ∈ Mq, q ∈ N,
α ∈ C, |α| = 1, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
|Af |Mq =
[∫
Γ
lnq
(
1 +Mradf(φ(ζ))
)
σ(dζ)
]1/q
=
=
[∫
Γ
lnq
(
1 +Mradf(ζ)
)
σ(dζ)
]1/q
= |f |Mq ,
ãäå ìû ïðîèçâåëè çàìåíó ïåðåìåííîé â èíòåãðàëå Ëåáåãà è èñïîëüçî-
âàëè òîò ôàêò, ÷òî ìåðà σ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèß φ.
Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå A ßâëßåòñß ëèíåéíîé èçîìåòðèåéMq â ñåáß.
Òàê êàê îòîáðàæåíèåB, îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå (Bf)(z) = α−1f(φ−1(z)),
z ∈ G, f ∈Mq, q ∈ N, îáðàòíî ê A íàMq, òî A  ñþðúåêòèâíàß ëèíåéíàß
èçîìåòðèß ïðîñòðàíñòâà Mq, q ∈ N, íà ñåáß.
8.5.2. Èçîìåòpèè â ïðîñòðàíñòâàõ Mq ñïåöèàëüíîãî âèäà
Öåëüþ ýòîãî ïóíêòà ñëóæèò äîêàçàòåëüñòâî òàêèõ äâóõ óòâåðæäåíèé.
Òåîðåìà 8.36. Ïóñòü ψ  âíóòðåííßß ôóíêöèß â îáëàñòè G è îòîáðà-
æåíèå I çàäàíî ïî ôîðìóëå
(If)(z) = ψ(z)f(z), z ∈ G, f ∈M q. (8.28)
Òîãäà îòîáðàæåíèå I ßâëßåòñß ëèíåéíîé èçîìåòðèåé ïðîñòðàíñòâà M q
(q > 0) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèß ψ  ïîñòîßííà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðèâèàëüíóþ ÷àñòü óòâåðæäåíèß òåîðåìû ñîñòàâëß-
åò òîëüêî íåîáõîäèìîñòü.
Î÷åâèäíî, ÷òî óìíîæåíèå íà âíóòðåííþþ ôóíêöèþ ψ íå óâåëè÷èâàåò
çíà÷åíèå òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè â âûðàæåíèè (1.21) äëß õàðàêòåðèñòèêè
|·|
Mq
, òî åñòüMrad(ψf) ≤Mradf , f ∈Mq. Åñëè ôóíêöèß ψ íå òîæäåñòâåí-
íî ïîñòîßííà, òî, â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ìîäóëß, |ψ| < 1 â îáëàñòè
G, ïîýòîìó åñëè ôóíêöèß f ∈ Mq òàêîâà, ÷òî òî÷íàß âåðõíßß ãðàíü â
îïðåäåëåíèè Mradf äîñòèãàåòñß íå ó ãðàíèöû îáëàñòè îïðåäåëåíèß, òî
åñòü Mradf(γ) > lim
r→1−
|f(rγ)|, äëß ìíîæåñòâà òî÷åê γ ∈ Γ ïîëîæèòåëüíîé
ìåðû íà Γ , òî Mrad(ψf) < Mradf íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû è,
ñëåäîâàòåëüíî, |ψf |Mq < |f |Mq , òî åñòü îòîáðàæåíèå (8.28) íå ìîæåò áûòü
èçîìåòðèåé ïðîñòðàíñòâà Mq. Òàêóþ ôóíêöèþ f ìîæíî âûáðàòü, íàïðè-
ìåð, ñðåäè àôèííûõ ôóíêöèé âèäà 〈z, a〉 + b, a ∈ Cn, b ∈ C, ãäå 〈z, a〉
îáîçíà÷àåò ýðìèòîâî ñêàëßðíîå ïðîèçâåäåíèå â Cn.
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Òåîðåìà 8.37. Ïóñòü q > 0, α ∈ T è φ  âíóòpåííåå îòîápàæåíèå
îáëàñòè G, pàäèàëüíûå ãpàíè÷íûå çíà÷åíèß êîòîpîãî ñîõpàíßþò ìåpó σ
íà Γ . Îòîápàæåíèå I âèäà
(If)(z) = αf(φ(z)), z ∈ G, f ∈Mq, (8.29)
ßâëßåòñß ëèíåéíîé èçîìåòpèåé ïpîñòpàíñòâà Mq òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà îòîápàæåíèå φ ïî÷òè âñå pàäèóñû îáëàñòè G ïåpåâîäèò â
pàäèóñû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü îòîápàæåíèå I âèäà (8.29) ßâ-
ëßåòñß ëèíåéíîé èçîìåòpèåé ïpîñòpàíñòâà Mq (q > 0). Òàê êàê ÷èñëî
α ∈ T íà ìàêñèìàëüíóþ pàäèàëüíóþ ôóíêöèþ ôóíêöèè If íå âëèßåò, òî
ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî α = 1. Ïî óñëîâèþ, pàäèàëüíûå ãpàíè÷íûå çíà÷åíèß
φ∗ : Γ 7→ Γ îòîápàæåíèß φ ñîõpàíßþò ìåpó σ íà Γ , ïîýòîìó, ñîãëàñ-
íî ôîpìóëå çàìåíû ïåpåìåííîé â èíòåãpàëå Ëåáåãà, äëß õàðàêòåðèñòèêè
ôóíêöèè f èìååì ñëåäóþùåå âûpàæåíèå:
|f |Mq =
[∫
Γ
lnq(1 +Mradf(γ))σ(dγ)
]αq/q
=
=
[∫
Γ
lnq(1 +Mradf(φ
∗(γ)))σ(dγ)
]αq/q
, f ∈Mq. (8.30)
Ñpàâíèì ïîñëåäíåå âûpàæåíèå ñî çíà÷åíèåì õàðàêòåðèñòèêè
ôóíêöèè If :
|If |Mq = |f(φ)|Mq =
[∫
Γ
lnq(1 +Mrad(f(φ))(γ))σ(dγ)
]αq/q
. (8.31)
Äëß ýòîãî ïpåäïîëîæèì, ÷òî γ  òàêàß òî÷êà ìíîæåñòâà Γ , äëß êî-
òîpîé ñóùåñòâóåò pàäèàëüíûé ãpàíè÷íûé ïpåäåë lim
r→1−
φ(rγ) = φ∗(γ) è,
êpîìå òîãî, φ∗(γ) ∈ Γ ; ñîãëàñíî îïpåäåëåíèþ âíóòpåííåãî îòîápàæå-
íèß (ñì. ïóíêò 8.1.1) òàêèå γ ñîñòàâëßþò ìíîæåñòâî ïîëíîé ìåpû íà Γ .
Ðàññìîòpèì çíà÷åíèß ìàêñèìàëüíûõ pàäèàëüíûõ ôóíêöèé (Mradf)(φ∗(γ))
è Mrad(f(φ))(γ), âõîäßùèõ â âûpàæåíèß (8.30) è (8.31) ñîîòâåòñòâåííî.
Çàìåòèì, ÷òî ïåpâàß âåëè÷èíà åñòü íàèìåíüøàß âåpõíßß ãpàíü çíà÷åíèé
ôóíêöèè |f | íà pàäèóñå Rφ∗(γ) = {rφ∗(γ), 0 ≤ r < 1}, èäóùåì èç òî÷-
êè 0 â òî÷êó φ∗(γ). Âòîpàß âåëè÷èíà ïpåäñòàâëßåò ñîáîé íàèìåíüøóþ
âåpõíþþ ãpàíü çíà÷åíèé |f | íà êpèâîé φ(Rγ) = {φ(rγ), 0 ≤ r < 1}, ßâ-
ëßþùåéñß îápàçîì pàäèóñà Rγ = {rγ, 0 ≤ r < 1} ïpè îòîápàæåíèè φ.
Ðàäèàëüíûå ãpàíè÷íûå çíà÷åíèß φ∗ îòîápàæåíèß φ ñîõpàíßþò ìåpó σ íà
Γ , ïîýòîìó (ñì. äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè óñëîâèé ñëåäñòâèß èç òåî-
påìû ïàðàãðàôà 8.3) φ(0) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, êpèâàß φ(Rγ), òàê æå êàê
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è pàäèóñ Rφ∗(γ), íà÷èíàåòñß â òî÷êå 0 è èäåò â òî÷êó φ∗(γ). Ïîýòîìó åñëè
ãîëîìîpôíàß âíóòpè è íåïpåpûâíàß íà çàìûêàíèè îáëàñòè G ôóíêöèß f
îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî íàèìåíüøàß âåpõíßß ãpàíü åå àáñîëþòíûõ
çíà÷åíèé íà êàæäîì pàäèóñå äîñòèãàåòñß ëèáî â íà÷àëå (òî÷êå 0), ëèáî â
êîíöå ýòîãî pàäèóñà, òî íåpàâåíñòâî Mradf(φ∗(γ)) ≤ Mrad(f(φ))(γ) íåîá-
õîäèìî áóäåò âûïîëíåíî äëß âñåõ γ óêàçàííîãî âûøå âèäà. Â ÷àñòíîñòè,
ïîñëåäíåå íåpàâåíñòâî ñïpàâåäëèâî äëß âñåõ àôèííûõ ôóíêöèé, òî åñòü
äëß ôóíêöèé âèäà f(z) = 〈z, a〉 − b, z ∈ Cn, ãäå a ∈ Cn, b ∈ C.
Íàøà çàäà÷à  äîêàçàòü, ÷òî êpèâàß φ(Rγ) ñîäåpæèòñß â pàäèóñå
Rφ∗(γ) äëß âñåõ γ óêàçàííîãî âûøå òèïà. Ïpåäïîëîæèì ïpîòèâíîå, òî åñòü
÷òî îápàç pàäèóñà Rγ ïpè îòîápàæåíèè φ íå âåñü ïîïàë íà pàäèóñ Rφ∗(γ),
ïî êpàéíåé ìåpå, äëß îäíîé òî÷êè γ0 pàññìîòpåííîãî âûøå âèäà. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå 0 ≤ r0 < 1, äëß êîòîpîãî φ(r0γ0) /∈ Rφ∗(γ0);
ßñíî òàêæå, ÷òî φ(r0γ0) 6= φ∗(γ0), òàê êàê çíà÷åíèß îòîápàæåíèß φ pàñ-
ïîëîæåíû âíóòpè îáëàñòè G, ñîãëàñíî ñâîéñòâó ñîõpàíåíèß ìåpû σ åãî
pàäèàëüíûìè ãpàíè÷íûìè çíà÷åíèßìè φ∗. Ïîýòîìó φ(r0γ0) /∈ Rφ∗(γ0), ãäå
Rφ∗(γ0) îáîçíà÷àåò çàìêíóòûé pàäèóñ, èäóùèé â òî÷êó φ
∗(γ0), òî åñòü
Rφ∗(γ0) = {rφ∗(γ0), 0 ≤ r ≤ 1}. Ïî òåîpåìå îá îòäåëåíèè âûïóêëûõ ìíî-
æåñòâ (ñì., íàïpèìåp, [114]), ñóùåñòâóåò íåïpåpûâíûé ëèíåéíûé ôóíê-
öèîíàë Φ íà ïpîñòpàíñòâå Cn, îòäåëßþùèé òî÷êó φ(r0γ0) îò pàäèóñà
Rφ∗(γ0), òî åñòü òàêîé, ÷òî Φ(φ(r0γ0)) /∈ Φ(Rφ∗(γ0)), ãäå Φ(Rφ∗(γ0)) îáî-
çíà÷àåò çàìûêàíèå â C ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà Φ íà pàäèó-
ñå Rφ∗(γ0). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêàß òî÷êà b ∈ C, äëß êîòîpîé
|Φ(φ(r0γ0)) − b| > sup
z∈Rφ∗(γ0)
|Φ(z) − b| (òî÷êó b ìîæíî âûápàòü, íàïpèìåp, ëå-
æàùåé íà ïpßìîé, ïpîõîäßùåé ÷åpåç òî÷êó Φ(φ(r0γ0)) ïåpïåíäèêóëßpíî
ïîëóèíòåpâàëó, ßâëßþùåìóñß îápàçîì pàäèóñà Rφ∗(γ0) ïpè îòîápàæåíèè
ôóíêöèîíàëîì Φ). Â ñèëó íåïpåpûâíîñòè îòîápàæåíèß φ â îáëàñòè G
è àïïpîêñèìàòèâíîé íåïpåpûâíîñòè îòîápàæåíèß φ∗ íà Γ (ñì. òåîpåìó
À. Äàíæóà â [36, ãë. IX, 6, òåîpåìà 2]; äîêàçàòåëüñòâî, ïpèâåäåííîå òàì
äëß îäíîìåpíîãî ñëó÷àß, áåç òpóäà ïåpåíîñèòñß íà îáùèé ñëó÷àé), àíà-
ëîãè÷íûì ñâîéñòâîì äîëæíû îáëàäàòü âñå òî÷êè γ èç íåêîòîpîãî ìíîæå-
ñòâà íà Γ ïîëîæèòåëüíîé ìåpû, èìåþùåãî òî÷êó γ0 òî÷êîé ïëîòíîñòè.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ôóíêöèîíàë Φ ïpåäñòàâëßåòñß â âèäå Φ(z) = 〈z, a〉,
z ∈ Cn, äëß íåêîòîpîãî a ∈ Cn.
Âûáåpåì ôóíêöèþ f â âèäå f(z) = 〈z, a〉 − b, z ∈ Cn. Òîãäà, ñîãëàñíî
äîêàçàííîìó pàíåå, íåpàâåíñòâî (Mradf)(φ∗(γ)) ≤ Mrad(f(φ))(γ) âûïîë-
íßåòñß äëß âñåõ γ èç íåêîòîpîãî ìíîæåñòâà ïîëíîé ìåpû íà Γ è íåpàâåí-
ñòâî (Mradf)(φ∗(γ)) < Mrad(f(φ))(γ) âûïîëíßåòñß äëß íåêîòîpîãî ìíî-
æåñòâà òî÷åê γ ïîëîæèòåëüíîé ìåpû. Ñëåäîâàòåëüíî, pàâåíñòâà (8.30) è
(8.31) ïpèâîäßò ê íåpàâåíñòâó |f |Mq < |If |Mq è îòîápàæåíèå I íå ìîæåò
áûòü ëèíåéíîé èçîìåòpèåé ïpîñòpàíñòâà Mq. Ïîëó÷åííîå ïpîòèâîpå÷èå
äîêàçûâàåò íåîáõîäèìîñòü óñëîâèß òåîpåìû.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âíóòpåííåå îòîápàæåíèå φ òàêîâî, ÷òî åãî pà-
äèàëüíûå ãpàíè÷íûå çíà÷åíèß φ∗ ñîõpàíßþò ìåpó σ íà Γ è ïî÷òè âñå
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pàäèóñû îíî ïåpåâîäèò â pàäèóñû. Òîãäà äëß âñåõ γ èç íåêîòîpîãî ìíî-
æåñòâà ïîëíîé ìåpû íà Γ âûïîëíåíû äâà óñëîâèß:
(1) ñóùåñòâóåò lim
r→1−
φ(rγ) = φ∗(γ) è φ∗(γ) ∈ Γ ;
(2) {φ(rγ), 0 ≤ r < 1} ⊆ {rφ∗(γ), 0 ≤ r < 1}.
Èç óñëîâèß (1), ñâîéñòâà φ(0) = 0 è íåïpåpûâíîñòè îòîápàæåíèß φ â îá-
ëàñòè G ñëåäóåò, ÷òî â óñëîâèè (2) íà ñàìîì äåëå âûïîëíßåòñß pàâåíñòâî
è, ñëåäîâàòåëüíî, Mrad(f(φ))(γ) = (Mradf)(φ∗(γ)) äëß êàæäîé ôóíêöèè
f , îïpåäåëåííîé â îáëàñòè G. Îãpàíè÷èâàßñü ôóíêöèßìè êëàññà Mq, èç
pàâåíñòâ (8.30) è (8.31) íàõîäèì, ÷òî |f |Mq = |If |Mq , òî åñòü îòîápàæåíèå
I ßâëßåòñß ëèíåéíîé èçîìåòpèåé ïpîñòpàíñòâà Mq.
Çàìå÷àíèå 8.38. Ïîëüçóßñü íåïpåpûâíîñòüþ îòîápàæåíèß φ è êîìïàêò-
íîñòüþ ìíîæåñòâà Γ , ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â óñëîâèßõ òåîpåìû âñå pà-
äèóñû îáëàñòè G ïåpåâîäßòñß â pàäèóñû. (Óêàçàíèå: äëß ëþáîãî pàäèó-
ñà âçßòü àïïpîêñèìèpóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü pàäèóñîâ èç ìíîæåñòâà
ïî÷òè âñåõ pàäèóñîâ, ôèãópèpóþùåãî â óòâåpæäåíèè òåîpåìû.)
Çàìå÷àíèå 8.39. Äëß ïîëèêpóãà Un íåòpóäíî ïîñòpîèòü íåëèíåéíîå
âíóòpåííåå îòîápàæåíèå φ, pàäèàëüíûå ãpàíè÷íûå çíà÷åíèß êîòîpîãî
ñîõpàíßþò ìåpó σ íà Γ è êîòîpîå pàäèóñû ïåpåâîäèò â pàäèóñû. Òàêîå
îòîápàæåíèå ìîæíî âûápàòü, íàïpèìåp, äåéñòâóþùèì íåçàâèñèìî ïî
êàæäîé êîîpäèíàòå òàê, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìåpíûå âíóòpåííèå
ôóíêöèè òî÷êó íóëü ïåpåâîäèëè â íóëü (ñì. çàìå÷àíèå 8.23 ê òåîpåìå
ïàðàãðàôà 8.3) è pàäèóñû ïåpåâîäèëè â pàäèóñû (íàïpèìåp, ìîæíî ïîëî-
æèòü φk(zk) = zlk, zk ∈ U , l ∈ N, l > 1, k = 1, 2, . . ., n). Ñóùåñòâóþò ëè
ïîäîáíûå îòîápàæåíèß â øàpå  íåèçâåñòíî.
Çàìå÷àíèå 8.40. Ýòè ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ìíîæåñòâà ëèíåéíûõ
èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâM q è Nq ðàçëè÷íû ïðè q > 1, ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî
òåîðåìå 8.22, îòîáðàæåíèå I, çàäàâàåìîå ôîðìóëîé (8.28), ßâëßåòñß ëèíåé-
íîé èçîìåòðèåé ïðîñòðàíñòâà Nq äëß ëþáîé âíóòðåííåé ôóíêöèè ψ(z),
â òî æå âðåìß, êàê îòìå÷åíî âûøå, îòîáðàæåíèå I âèäà (8.28) ßâëßåòñß
ëèíåéíîé èçîìåòðèåé ïðîñòðàíñòâà Mq ëèøü äëß ïîñòîßííîé ôóíêöèè
ψ(z).
Â øàpå è ïîëèêpóãå íåïîñòîßííûå âíóòpåííèå ôóíêöèè äåéñòâèòåëü-
íî ñóùåñòâóþò  äëß ïîëèêpóãà îíè ñòpîßòñß êàê ïpîèçâåäåíèß îäíî-
ìåpíûõ âíóòpåííèõ ôóíêöèé, êàæäàß èç êîòîpûõ çàâèñèò òîëüêî îò ñâî-
åé ïåpåìåííîé, à äëß øàpà ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ôóíêöèé áûëî äîêà-
çàíî íåçàâèñèìî À.Á.Àëåêñàíäpîâûì ([1]) è Å.Ëåâîì ([100]). Òî÷íî òàê
æå ëåãêî ïîñòpîèòü íåëèíåéíîå âíóòpåííåå îòîápàæåíèå ïîëèêpóãà Un,
ñîõpàíßþùåå ìåpó σ íà Γ . Äëß øàpà ñóùåñòâîâàíèå ïîäîáíûõ âíóòpåííèõ
îòîápàæåíèé áûëî äîêàçàíî Á.Òîìàøåâñêèì (ñì. [138]). Òàêèì îápàçîì,
ñóùåñòâóþò ëèíåéíûå èçîìåòpèè ïpîñòpàíñòâ Nq (q > 1), èìåþùèå âèä
f 7→ f(φ) (ãäå f ∈ Nq è φ  íåêîòîpîå âíóòpåííååå îòîápàæåíèå), êîòîðûå
íå ßâëßþòñß ñþpúåêòèâíûìè (ñì. òåîpåìó ïàðàãðàôà 8.3).
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Çàìå÷àíèå 8.41 (ïðîáëåìà). Â ïðåäûäóùåì çàìå÷àíèè ñêàçàíî, ÷òî ñó-
ùåñòâóþò ëèíåéíûå èçîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà Nq(q > 1), íå ßâëßþùèåñß
èçîìåòðèßìè â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà Mq. Ïðåäñòàâëßåò èíòåðåñ óñòàíî-
âèòü, ñóùåñòâóþò ëè ëèíåéíûå èçîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà Mq(q > 1), íå
ßâëßþùèåñß ëèíåéíûìè èçîìåòðèßìè ïðîñòðàíñòâà Nq.
Çàìå÷àíèå 8.42. Àíàëèçèðóß äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû, íåñëîæíî óâèäåòü,
÷òî âñßêàß ëèíåéíàß èçîìåòpèß ïpîñòpàíñòâà Mq (q > 0), áóäó÷è ñóæåíà
íà ïpîñòpàíñòâî H∞, ßâëßåòñß ëèíåéíîé èçîìåòpèåé H∞. Åñòåñòâåííî
ïpåäïîëîæèòü, ÷òî êàæäàß ëèíåéíàß èçîìåòpèß ïpîñòpàíñòâà H∞ èìååò
âèä
(If)(z) = ψ(z)f(φ(z)), z ∈ G, (8.32)
ãäå ψ è φ  íåêîòîpûå âíóòpåííèå ôóíêöèß è îòîápàæåíèå îáëàñòè G ñî-
îòâåòñòâåííî, õîòß äî ñèõ ïîp íåèçâåñòíî, äåéñòâèòåëüíî ëè ýòî òàê (ñì.
ïî ýòîìó ïîâîäó ñòàòüþ [71]). Â ñâßçè ñ ýòèì ïpåäïîëîæåíèåì áûëî áû
èíòåpåñíî èçó÷èòü ëèíåéíûå èçîìåòpèè ïpîñòpàíñòâà Mq (q > 0) âèäà
(8.32), îäíàêî â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåóêàçàííîé ïðîáëåìîé ðåøåíèå ïî-
ñòàâëåííîé çàäà÷è ïðåäñòàâëßåòñß òðóäíûì, äàæå â ñëó÷àå ψ(z) ≡ α ∈ T .
Çàìå÷àíèå 8.43. Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû àíîíñèðîâàíû â [45] è îïóáëèêî-
âàíû â [48] è [49], à òàêæå ÷àñòè÷íî âîøëè â äèññåðòàöèþ [46].
×àñòü II
Ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé
íà ïëîñêîñòè

9Ìóëüòèïëèêàòîðû è ôóíêöèîíàëû
ïðîñòðàíñòâ Ïðèâàëîâà â êðóãå
9.1. Êîýôôèöèåíòû Òåéëîpà ôóíêöèé èç Nq (q ≥ 1)
Ðåçóëüòàòû äàííîãî ïàpàãpàôà ñûãpàþò âàæíóþ pîëü â äîêàçàòåëü-
ñòâå îñíîâíîé òåîpåìû ïàðàãðàôà 9.3 (î êîýôôèöèåíòíûõ ìóëüòèïëè-
êàòîpàõ èç êëàññîâ Ïðèâàëîâà â êëàññû Õàðäè), îápàçóß âìåñòå ñ på-
çóëüòàòàìè ïàðàãðàôà 9.2 îñíîâó è òåõíè÷åñêîå îôîpìëåíèå ýòîãî äîêà-
çàòåëüñòâà. Îíè ñîäåpæàò â ñåáå àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè, ïîëó÷åííûå
Ñ.Í.Ìåðãåëßíîì â ñëó÷àå q = 1 (ñì. È.È.Ïpèâàëîâ [41, ãë. II, 11.2]) è
Ì.Ñòîëëîì â ñëó÷àå q > 1 (ñì. [132, ñëåäñòâèå 4.4a]). Ñ ó÷åòîì påçóëüòà-
òîâ ïàðàãðàôà 9.3 è ïóíêòà 9.1.2 íàñòîßùåãî ïàpàãpàôà, óñòàíîâëåííûå
îöåíêè àñèìïòîòè÷åñêè íåóëó÷øàåìû, òàê ÷òî îíè ïðèîáðåòàþò îêîí÷à-
òåëüíûé õàðàêòåð.
9.1.1. O-îöåíêà êîýôôèöèåíòîâ Òåéëîðà äëß ôóíêöèé êëàññîâ
Nq (q ≥ 1)
Äëß ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé â êðóãå U ôóíêöèè f(z) ââåäåì ÷èñ-
ëîâóþ õàðàêòåðèñòèêó
Aq(f) = sup
0≤r<1
pi∫
−pi
lnq+ |f(reiθ)|
dθ
2pi
, q > 0,
ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèß, âîîáùå ãîâîðß, èç ðàñøèðåííîé îáëàñòè íåîò-
ðèöàòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R+. Äëß ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé f(z)
õàðàêòåðèñòèêà Aq(f) êîíå÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(z) ïðèíàä-
ëåæèò êëàññó Nq (ñì. îïðåäåëåíèå 1.8). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî õàðàêòå-
ðèñòèêà Aq(f) ïðåäñòàâëßåò ñîáîé îáîáùåíèå íà ïpîèçâîëüíóþ ñòåïåíü
õàðàêòåðèñòèêè A(f), ââåäåííîé â ïóíêòå 1.1.4 (A(f) = A1(f)). Â ìîíî-
ãpàôèè [40, ãë. IV, 10] äîêàçàíî, ÷òî äëß f ∈ Nq ïpè q > 1
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Aq(f) =
pi∫
−pi
lnq+ |f∗(eiθ)|
dθ
2pi
.
Çà îáîçíà÷åíèåì M(f, r) ñîõðàíèì òîò æå ñìûñë, ÷òî è â ïóíêòå 1.1.4.
Òåîðåìà 9.1. Äëß ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî k è ïðîèçâîëüíîé ôóíê-
öèè f(z) êëàññà Nq (q ≥ 1) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàß îöåíêà åå êîýôôèöè-
åíòîâ Òåéëîðà:
ln |ak| ≤ q+1
√
2Aq(f)kq
(√
1 + (Aq(f)/(2qk)q)
2/(q+1)
+
1
q
)
, (9.1)
â êîòîpîé ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåòñß ln |ak| = −∞ ïðè ak = 0, òàê ÷òî
íåðàâåíñòâî â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè.
Çàìå÷àíèå 9.2. Ïpè q = 1 íåpàâåíñòâî (9.1) ñîäåpæèò â ñåáå àñèìïòîòè-
÷åñêóþ îöåíêó (1.8) èç òåîðåìû 1.4.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñß èçâåñòíûìè íåðàâåíñòâàìè Êîøè
|ak| ≤ M(f, r)
rk
, 0 < r < 1, k ∈ Z+, (9.2)
äëß êîýôôèöèåíòîâ Òåéëîðà ãîëîìîðôíîé â êðóãå U ôóíêöèè f(z).
Çàìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèß f(z) ïðèíàäëåæèò êëàññó Nq (q ≥ 1), òî
äëß íåå ñïðàâåäëèâà îöåíêà ðàâíîìåðíîãî ðîñòà
ln+M(f, r) ≤
(
1 + r
1− r
)1/q
A1/qq (f), 0 ≤ r < 1, (9.3)
àíàëîãè÷íàß îöåíêå (1.7) òåîðåìû 1.4 è ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþùàß ñ îöåí-
êîé (3.1) èç òåîðåìû 3.1. Äëß ïîëíîòû èçëîæåíèß ïðèâåäåì äîêàçà-
òåëüñòâî ýòîé îöåíêè. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèß lnq+ |f(z)| ßâëßåòñß ñóá-
ãàðìîíè÷åñêîé â êðóãå U , êàê êîìïîçèöèß ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè
t = ln |f(z)| è íåóáûâàþùåé âûïóêëîé âíèç íà ðàñøèðåííîé âåùåñòâåí-
íîé ïðßìîé R ∪ {−∞} ôóíêöèè ϕ(t) = tq+ (ãäå t+ îáîçíà÷àåò íàèáîëüøåå
èç ÷èñåë t è 0). Ïîýòîìó ñîãëàñíî îäíîìó èç îñíîâíûõ ñâîéñòâ ñóáãàðìîíè-
÷åñêèõ ôóíêöèé (ñì., íàïðèìåð, [80, òåîðåìà 2.5]) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
lnq+ |f(z)| ≤
pi∫
−pi
P
( z
R
, eiθ
)
lnq+ |f(Reiθ)|
dθ
2pi
, |z| < R < 1,
ãäå ñèìâîë P îáîçíà÷àåò ßäðî Ïóàññîíà
P (z, eiθ) =
1− r2
1− 2r cos(φ− θ) + r2 , z = re
iφ, 0 ≤ r < 1, −pi ≤ θ, φ ≤ pi.
(9.4)
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Îòñþäà, ñîãëàñíî îöåíêå (2.5), èìååì
lnq+ |f(z)| ≤
R+ |z|
R− |z| Aq(f), |z| < R < 1,
è, ïåðåõîäß ê ïðåäåëó ïðè R→ 1−, ïîëó÷èì
lnq+ |f(z)| ≤
1 + |z|
1− |z| Aq(f), |z| < 1.
Äëß òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü èñêîìóþ îöåíêó (9.3), îñòàëîñü èç ïîñëåäíåãî
íåðàâåíñòâà èçâëå÷ü êîðåíü q-îé ñòåïåíè è ïåðåéòè â ëåâîé ÷àñòè ê íàè-
ìåíüøåé âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì z, óäîâëåòâîðßþùèì ðàâåíñòâó |z| = r
(0 ≤ r < 1  ôèêñèðîâàíî).
Îáúåäèíßß îöåíêè (9.2) è (9.3), ïîëó÷àåì
ln |ak| ≤ A1/qq (f)
(
1 + r
1− r
)1/q
− k ln r, 0 < r < 1, k ∈ Z+. (9.5)
Çàìåíèâ ïðàâóþ ÷àñòü â (9.5) íà íàèáîëüøóþ íèæíþþ ãðàíü ïî r, íàõî-
äèì
ln |ak| ≤ inf
0<r<1
φ(r), (9.6)
ãäå
φ(r) = α
(
1 + r
1− r
)1/q
− k ln r, 0 < r < 1, (9.7)
è
α = A1/qq (f). (9.8)
Äëß òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü áîëåå ßâíûé âèä ýòîé îöåíêè, ðåøèì çàäà÷ó
íà èíôèìóì äëß ôóíêöèè (9.7). Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àè α = 0 èëè k = 0
òðèâèàëüíû: ïðè α = 0 inf
0<r<1
φ(r) ðàâåí íóëþ è ñîâïàäàåò ñ ïpåäåëîì
ôóíêöèè φ(r) ïðè r → 1−, ïðè k = 0 inf
0<r<1
φ(r) ðàâåí α è pàâåí ïpåäåëó
φ(r) ïðè r → 0+.
Ïóñòü òåïåðü α > 0 è k ∈ N. Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè
φ(r) íàõîäèòñß ïîñpåäñòâîì ïðîèçâîäíîé
φ′(r) =
2α
q(1− r)2
(
1 + r
1− r
) 1
q−1
− k
r
(9.9)
ïðèðàâíèâàíèåì ïîñëåäíåé ê íóëþ:
φ′(r) = 0⇔ 2αr
q(1− r)2
(
1 + r
1− r
) 1
q−1
= k. (9.10)
Ðåøåíèå ïîñëåäíåãî óðàâíåíèß ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî íà èíòåðâà-
ëå (0, 1). Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèß ñëåäóåò ïî òåîðåìå Êîøè î ïðîìåæó-
òî÷íîì çíà÷åíèè èç òîãî, ÷òî ôóíêöèß
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ψ(r) =
2αr
q(1− r)2
(
1 + r
1− r
) 1
q−1
íåïðåðûâíà íà (0, 1) è èìååò ïðåäåëüíûå çíà÷åíèß 0 è +∞ ïðè r → 0+
è r → 1− ñîîòâåòñòâåííî. ×òîáû óáåäèòüñß â åäèíñòâåííîñòè ýòîãî ðåøå-
íèß, ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ ψ(r) â âèäå
ψ(r) =
2αr
q
(
1 + r
1− r
) 1
q 1
1− r2
è çàìåòèì, ÷òî êàæäûé èç òðåõ ñîìíîæèòåëåé â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè ïîëî-
æèòåëåí è ñòpîãî âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëå (0, 1). Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèß
ψ(r) èíúåêòèâíà, è ïîýòîìó óðàâíåíèå (9.10) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
íà èíòåðâàëå (0, 1). Áîëåå òîãî, èç âîçðàñòàíèß ôóíêöèè ψ(r) è âûpàæå-
íèß (9.9), ñâßçûâàþùåãî ôóíêöèè ψ(r) è φ′(r), ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå óðàâ-
íåíèß (9.10) åñòü íà ñàìîì äåëå òî÷êà ñòðîãîãî ìèíèìóìà äëß ôóíêöèè
φ, çàäàâàåìîé (9.7). Îáîçíà÷èâ ýòó òî÷êó ñòpîãîãî ìèíèìóìà ÷åðåç rk,
îöåíèì, íàñêîëüêî áûñòðî rk ñõîäßòñß ê 1 ïðè k → +∞.
Äëß ýòîãî îáîçíà÷èì âåëè÷èíû 1− rk
2
√
rk
è 1 + rk
2
√
rk
÷åðåç sk è ck ñîîòâåò-
ñòâåííî; íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî sk è ck ñâßçàíû ñîîòíîøåíèåì c2k = 1+s
2
k.
Â íîâûõ îáîçíà÷åíèßõ óðàâíåíèå (9.10) ïåðåïèñûâàåòñß â âèäå
α
2qs2k
(
ck
sk
) 1
q−1
= k ⇔ α
(
ck
sk
) 1
q
= 2qkcksk ⇔ c1−
1
q
k s
1+ 1q
k =
α
2qk
. (9.11)
Òàê êàê ck ≥ 1, èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî
s
1+ 1q
k ≤
α
2qk
èëè sk ≤
(
α
2qk
) q
q+1
,
îòêóäà ïîëó÷àåì
ck =
√
1 + s2k ≤
√
1 +
(
α
2qk
)2q/(q+1)
.
Èñïîëüçóß ïîëó÷åííûå îöåíêè äëß sk è ck, îöåíèì çíà÷åíèå ôóíêöèè (9.7)
â òî÷êå r = rk åå ñòpîãîãî ìèíèìóìà. Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (9.7) ìîæíî
îöåíèòü, èñïîëüçóß âòîðîå èç ðàâåíñòâ (9.11):
α
(
1 + rk
1− rk
) 1
q
= α
(
ck
sk
) 1
q
= 2qkcksk ≤
≤ 2qk
√
1 +
(
α
2qk
)2q/(q+1)(
α
2qk
) q
q+1
=
(
2qαqk
) 1
1+q
√
1 +
(
α
2qk
)2q/(q+1)
.
(9.12)
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Äëß îöåíêè âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (9.7) çàìåòèì, ÷òî
sk =
1√
rk
−√rk
2
=
e− ln rk/2 − eln rk/2
2
= sh
(
− ln rk
2
)
,
òàê ÷òî
− ln rk
2
= arcsh sk.
Èç íåðàâåíñòâà arcshx ≤ x, x ≥ 0, âûòåêàåò
− k ln rk = 2k
(
− ln rk
2
)
= 2k arcsh sk ≤
≤ 2ksk ≤ 2k
(
α
2qk
) q
q+1
=
(
2qαqk
) 1
1+q
1
q
. (9.13)
Ñêëàäûâàß íåðàâåíñòâà (9.12) è (9.13), ïîëó÷àåì
φ(rk) ≤
(
2qαqk
) 1
1+q
√1 + ( α
2qk
)2q/(q+1)
+
1
q
 . (9.14)
Íåðàâåíñòâà (9.6), (9.14) è ðàâåíñòâî (9.8) ïðèâîäßò ê èñêîìîé
îöåíêå (9.1).
9.1.2. Îöåíêà ñíèçó êîýôôèöèåíòîâ Òåéëîpà íåêîòîpûõ
ôóíêöèé êëàññà N1
Â ïóíêòå äîêàçûâàåòñß îöåíêà ñíèçó êîýôôèöèåíòîâ Òåéëîðà ôóíê-
öèé âèäà
gc(z) = exp
(
c
2
1 + z
1− z
)
, z ∈ U, c > 0. (9.15)
Ýòà îöåíêà áóäåò èãðàòü îäíó èç îñíîâíûõ ðîëåé ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåî-
ðåìû ïàðàãðàôà 9.3 (î êîýôôèöèåíòíûõ ìóëüòèïëèêàòîðàõ èç êëàññîâ
Nq (q > 1) â êëàññû Hp (p > 0)).
Ôóíêöèè (9.15) ïðèíàäëåæàò êëàññó Íåâàíëèííû N1, êàê íåòðóäíî
óáåäèòüñß, çàìåòèâ, ÷òî
Re
1 + z
1− z = P (r, e
iθ), z = reiθ, 0 ≤ r < 1, −pi ≤ θ ≤ pi, (9.16)
ãäå ÷åðåç P îáîçíà÷åíî ßäðî Ïóàññîíà (9.4) äëß åäèíè÷íîãî êðóãà, êîòîðîå
ê òîìó æå îáëàäàåò ñâîéñòâîì íîðìèðîâàííîñòè (2.9).
Ôóíêöèè gc îáëàäàþò pàçëè÷íûìè ýêñòðåìàëüíûìè ñâîéñòâàìè â êëàñ-
ñå N1; íàïðèìåð, íà íèõ äîñòèãàåòñß îöåíêà ðàâíîìåðíîãî ðîñòà, óñòà-
íàâëèâàåìàß òåîðåìîé 1.4. Êpîìå òîãî, êàê ïîêàçàíî â [41, ãë. II, 11.2],
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äëß ýòèõ ôóíêöèé àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íà îöåíêà êîýôôèöèåíòîâ Òåéëîðà
(1.8) èç òîé æå òåîpåìû. Àñèìïòîòèêà ïðè c→ 0+ â ýòîé îöåíêå ïîëó÷å-
íà Í. ßíàãèõàpîé â [141, ëåììà 4]. Ïðèâîäèìàß íèæå òåîðåìà óêàçûâàåò
îöåíêó äëß âñåõ c > 0.
Òåîðåìà 9.3. Äëß êîýôôèöèåíòîâ Òåéëîðà ôóíêöèé (9.15) ñïðàâåäëèâà
îöåíêà
ln ak ≥
√
4ck + (c+ 1)2− c
2
−4−3 ln(k+1)−|ln c| , c > 0, k ∈ Z+. (9.17)
Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì òî÷íûå âûðàæåíèß äëß êîýôôèöèåíòîâ Òåéëîpà
ôóíêöèé (9.15). Äëß ýòîãî ïðåäñòàâèì èõ â âèäå
gc(z) = e
c/2 exp
cz
1− z , z ∈ U, c > 0. (9.18)
Ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðóß ðßä
1
1− z =
∑
k∈Z+
zk, z ∈ U,
ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì
1
(1− z)l =
∑
k≥l−1
k(k − 1) . . . (k − l + 2)
(l − 1)! z
k−l+1, l = 1, 2, . . . ,
îòêóäà
exp
cz
1− z =
∑
l∈Z+
1
l!
(
cz
1− z
)l
= 1 +
∑
l≥1
1
l!
(
cz
1− z
)l
=
= 1 +
∑
l≥1
cl
l!
∑
k≥l−1
Cl−1k z
k+1, z ∈ U.
Ïîñêîëüêó âñå ðßäû â ïîñëåäíåé ôîðìóëå ñõîäßòñß àáñîëþòíî, òî ìû
ìîæåì ïîìåíßòü ïîðßäîê ñóììèðîâàíèß, òàê ÷òî
exp
cz
1− z = 1 +
∑
k∈Z+
zk+1
k+1∑
l=1
Cl−1k
cl
l!
, z ∈ U. (9.19)
Ñðàâíèâàß (9.18) è (9.19), ïðèõîäèì ê èñêîìûì âûðàæåíèßì äëß êîýô-
ôèöèåíòîâ Òåéëîpà ôóíêöèé (9.15)
ak = e
c/2
k∑
l=1
Cl−1k−1
cl
l!
, k ∈ Z+; (9.20)
ïðè k = 0 ñ÷èòàåì ñóììó pàâíîé åäèíèöå.
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Îöåíèì ñíèçó ñóììó
S =
k∑
l=1
Cl−1k−1
cl
l!
=
k∑
l=1
bl, k ∈ Z+, (9.21)
âõîäßùóþ â âûðàæåíèå (9.20), çàìåíèâ åå íàèáîëüøèì ïî âåëè÷èíå ñëà-
ãàåìûì. Äëß íàõîæäåíèß íàèáîëüøåãî ñëàãàåìîãî ñîñòàâèì îòíîøåíèß
êàæäîãî ïîñëåäóþùåãî ñëàãàåìîãî ê ïðåäûäóùåìó è îïðåäåëèì íîìåð,
ïðè êîòîðîì ýòî îòíîøåíèå ïåðåõîäèò çíà÷åíèå åäèíèöó:
bl+1
bl
=
cl+1
(l + 1)!
(k − 1)!
l!(k − 1− l)!
l!
cl
(l − 1)!(k − l)!
(k − 1)! =
c(k − l)
l(l + 1)
, 1 ≤ l < k,
bl+1
bl
= 1⇔ c(k − l) = l(l + 1)⇔ l2 + (c+ 1)l − ck = 0,
îòêóäà
D =
√
(c+ 1)2 + 4ck, l± = ±
√(
c+ 1
2
)2
+ ck − c+ 1
2
.
Îãðàíè÷èâàßñü ðàññìîòðåíèåì òîëüêî íàòóðàëüíûõ l < k (êàê òðåáóåò
òîãî çàäà÷à), ïîëó÷àåì, ÷òî bl+1 > bl ïðè l < l+ è bl+1 < bl ïðè l > l+.
Íà ñàìîì äåëå, íîìåð ìàêñèìàëüíîãî ïî âåëè÷èíå ñëàãàåìîãî â ñóììå
(9.21) ðàâåí íàèìåíüøåìó öåëîìó ÷èñëó, íå óñòóïàþùåìó l+ (òàêîå ÷èñ-
ëî èíîãäà îáîçíà÷àþò dl+e). Íî äëß äàëüíåéøåé îöåíêè óäîáíåå áóäåò
îöåíèòü ñóììó (9.21) íå ýòèì ñëàãàåìûì, à ñëàãàåìûì ñ íîìåðîì, áûòü
ìîæåò, íåìíîãî ìåíüøèì, à èìåííî ñ íîìåðîì, ðàâíûì íàèáîëüøåìó öå-
ëîìó ÷èñëó, íå ïðåâîñõîäßùåìó l+, òî åñòü ñ íîìåðîì l = bl+c. Äëß êîð-
ðåêòíîñòè òàêîé îöåíêè íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî 1 ≤ l+ ≤ k (òîãäà è
äëß l áóäåò âûïîëíåíî 1 ≤ l ≤ k). Åñëè l+ íå óäîâëåòâîðßåò òðåáóåìîìó
óñëîâèþ, òî ëèáî l+ < 1 ëèáî l+ > k. Íåðàâåíñòâî l+ < 1 ðàâíîñèëüíî
íåðàâåíñòâó
√
ck + ((c+ 1)/2)2 < 1+(c+1)/2 èëè ck < c+2, à íåðàâåíñòâî
l+ > k ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó
√
ck + ((c+ 1)/2)2 > k + (c + 1)/2 èëè
ck > k2+k(c+1) èëè 0 > k2+k. Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî öåëûå
íåîòðèöàòåëüíûå k, òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íåâîçìîæíî.
Èòàê, â ïðåäïîëîæåíèè ck ≥ 2 + c, îöåíèì ñíèçó ñóììó (9.21) îäíèì
ñëàãàåìûì ñ íîìåðîì l = bl+c:
lnS ≥ L = ln
(
Cl−1k−1
cl
l!
)
= l ln c− ln l!+
+ ln(k − 1)!− ln(l − 1)!− ln(k − l)! (9.22)
Âîñïîëüçóåìñß òåïåðü íåðàâåíñòâàìè
l ln(l + 1)− l ≤ ln l! ≤ (l + 1) ln(l + 1)− l, l ∈ Z+,
138 9. Ìóëüòèïëèêàòîðû è ôóíêöèîíàëû ïðîñòðàíñòâ Ïðèâàëîâà â êðóãå
ñëåäóþùèìè íåïîñðåäñòâåííî èç íåðàâåíñòâ(
1 +
1
l
)l
< e <
(
1 +
1
l
)l+1
, l ∈ N.
Òîãäà
L ≥ l ln c− (l + 1) ln(l + 1) + l + (k − 1) ln k − (k − 1)−
− l ln l + l − 1− (k − l + 1) ln(k − l + 1) + k − l.
Ñîêðàùàåì ñëàãàåìûå −(k − 1), l − 1, k − l è çàìåíßåì −(l + 1) ln(l + 1),
(k−1) ln k, −(k− l+1) ln(k− l+1) íà −l ln(l+1), k ln k, −(k− l) ln(k− l+1)
ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè òàêîé çàìåíå îöåíêà óìåíüøèòñß íå áîëåå ÷åì íà
÷èñëî 3 ln k, òàê êàê 1 ≤ l < k è 1 < k− l+ 1 ≤ k. Ïîñëå ïåðåãðóïïèðîâêè
ñëàãàåìûõ ïîëó÷àåì
L ≥ l + k[ln k − ln(k − l + 1)]+
+ l
[
ln c+ ln(k − l + 1)− ln l − ln(l + 1)]− 3 ln k.
Çäåñü ãëàâíûì ïî ïîðßäêó ñëàãàåìûì (íàðßäó ñ l) áóäåò âòîðîå, êîòîðîå
ìîæíî îöåíèòü, ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà ln(1 + x) ≤ x, êàê
k
[
ln k − ln(k − l + 1)] = −k ln k − l + 1
k
= −k ln
(
1− l − 1
k
)
≥ l − 1.
Äëß îöåíêè òðåòüåãî ñëàãàåìîãî çàìåòèì, ÷òî
l
[
ln c+ ln(k − l + 1)− ln l − ln(l + 1)] = l ln c(k − l + 1)
l(l + 1)
,
à ñîãëàñíî âûáîðó l âûïîëíåíî l ≤ l+ è, ñëåäîâàòåëüíî,
bl+1
bl
=
c(k − l)
l(l + 1)
≥ 1.
Îòñþäà
L ≥ 2l − 1− 3 ln k,
è ñîãëàñíî (9.20), (9.21) è (9.22) ìû ïðèõîäèì ê îöåíêå
ln ak ≥ 2l + c
2
− 1− 3 ln k.
Òàê êàê l îòëè÷àåòñß îò l+ íå áîëåå ÷åì íà åäèíèöó, èìååì òàêæå
ln ak ≥ 2l+ + c
2
− 3− 3 ln k, kc ≥ 2 + c. (9.23)
Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé kc < c + 2. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ìû âèäåëè
âûøå, l+ < 1 è ìàêñèìàëüíóþ âåëè÷èíó â ñóììå (9.21) èìååò ñëàãàåìîå
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ñ íîìåðîì lm = 1. Òàê êàê ýòî ñëàãàåìîå ðàâíî c, òî èç (9.20) è (9.21)
ïîëó÷àåì ln ak ≥ c/2 + ln c. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñïîëüçóß ïðåäïîëîæåíèå
kc < 2 + c, âèäèì, ÷òî
2l+ = 2
√
kc+
(
c+ 1
2
)2
− c− 1 < 2
√
c+ 2 +
(
c+ 1
2
)2
− c− 1 =
=
√
4 + 4(c+ 1) + (c+ 1)2 − c− 1 = c+ 3− c− 1 = 2
è, çíà÷èò,
ln ak ≥ 2l+ + c
2
− 2 + ln c, kc < 2 + c. (9.24)
Îáúåäèíßß íåðàâåíñòâà (9.23) è (9.24), ïîëó÷èì îáùóþ îöåíêó
ln ak ≥ 2l+ + c
2
− 3− 3 ln(k + 1)− | ln c|,
î÷åâèäíî, ñîâïàäàþùóþ ñ èñêîìîé.
9.1.3. o-îöåíêà êîýôôèöèåíòîâ Òåéëîðà äëß ôóíêöèé êëàññîâ
Nq (q > 1)
Â òåîpåìå 9.3 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå q = 1 îöåíêà (9.1) â òåîðå-
ìå 9.1 àñèìïòîòè÷åñêè íåóëó÷øàåìà: ñóùåñòâóåò ïðèìåð ôóíêöèè êëàññà
N1, äëß êîòîðîé â íåðàâåíñòâå (9.1) ìîæíî íàïèñàòü àñèìïòîòè÷åñêîå
ðàâåíñòâî. Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàß òåîpåìà, â ñëó÷àå q > 1
îöåíêà äîïóñêàåò óòî÷íåíèå.
Òåîðåìà 9.4. Äëß ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(z) êëàññà Nq (q > 1) ñïðàâåä-
ëèâà ñëåäóþùàß àñèìïòîòè÷åñêàß îöåíêà åå êîýôôèöèåíòîâ Òåéëîðà:
ln |ak| ≤ o
(
q+1
√
k
)
ïðè k → +∞; (9.25)
çäåñü ïðè ak = 0 ïîëàãàåì ïî îïðåäåëåíèþ ln |ak| = −∞, òàê ÷òî íåðà-
âåíñòâî âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè.
Çàìå÷àíèå 9.5. Îöåíêà (9.25) åñòü íå ÷òî èíîå, êàê îöåíêà (1.9) â
òåîðåìå 1.6.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îöåíêå (3.3) â òåîðåìå 3.4, äëß ïðîèçâîëüíîé
ôóíêöèè f(z) êëàññà Nq (q > 1) âûïîëíåíà îöåíêà
ln+M(f, r) = o
(
1 + r
1− r
)1/q
ïðè r → 1− .
Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ôóíêöèß α(r) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì
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ln+M(f, r) = α(r)
(
1 + r
1− r
)1/q
, 0 ≤ r < 1, (9.26)
òî α(r) → 0 ïðè r → 1−. Èç îïðåäåëåíèß òàêæå ßñíî, ÷òî α(r) íåîò-
ðèöàòåëüíà è íåïðåðûâíà íà [0, 1), òàê ÷òî åå ïî íåïðåðûâíîñòè ìîæíî
ðàñïðîñòðàíèòü íà âåñü îòðåçîê [0, 1]. Äàëåå, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî α(r)
íå âîçðàñòàåò íà [0, 1], òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå åå ìîæíî çàìåíèòü
íà β(r) = sup
r≤ρ≤1
α(ρ) (ïðàâäà, ïðè ýòîì â ðàâåíñòâå (9.26), âîçìîæíî,
ïðèäåòñß îòêàçàòüñß îò çíàêà ¾=¿, çàìåíèâ åãî íà ¾≤¿). Êpîìå òîãî, ìî-
æåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ôóíêöèß α(r) âûïóêëà ââåðõ íà [0, 1], çàìåíèâ
åå, åñëè íåîáõîäèìî, íà âûïóêëóþ ââåðõ âåðõíþþ îãèáàþùóþ. Î÷åâèäíî,
÷òî ñâîéñòâà íåîòðèöàòåëüíîñòè, íåïðåðûâíîñòè è áåñêîíå÷íîé ìàëîñòè
ïðè r → 1− ïðè òàêèõ çàìåíàõ íå òåðßþòñß.
Èòàê, ïóñòü ôóíêöèß f(z) ãîëîìîðôíà â êðóãå U è óäîâëåòâîðßåò îãðà-
íè÷åíèþ
ln+M(f, r) ≤ α(r)
(
1 + r
1− r
)1/q
, 0 ≤ r < 1,
ãäå α(r)  íåïðåðûâíàß íåâîçðàñòàþùàß âûïóêëàß ââåðõ íà îòðåçêå [0, 1]
ôóíêöèß ñ α(1) = 0, êîòîðóþ ê òîìó æå ìîæíî ïðåäïîëîæèòü ñòpîãî ïî-
ëîæèòåëüíîé íà ïðîìåæóòêå [0, 1) (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èìååì α(r) ≡ 0,
ìîäóëü ôóíêöèè f(z) îãðàíè÷åí åäèíèöåé è îöåíêà (9.25) òðèâèàëüíà).
Ïpèñòóïèì òåïåpü ê äîêàçàòåëüñòâó îöåíêè (9.25) ïðè óêàçàííûõ ïðåä-
ïîëîæåíèßõ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè f(z).
Èñïîëüçóß ðàññóæäåíèß äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 9.1 êàê íàâîäßùèå,
ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
2α(r)r
q(1− r)2
(
1 + r
1− r
) 1
q−1
= k, 0 < r < 1, k ∈ N, (9.27)
àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèþ (9.10). Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèß (9.27)
ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî íà èíòåðâàëå (0, 1). Äëß ýòîãî ïðåäñòàâèì
ôóíêöèþ â ëåâîé ÷àñòè (9.27) â âèäå
α(r)
1− r
2r
q(1 + r)
(
1 + r
1− r
) 1
q
= ψ(r). (9.28)
Èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèß è ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè α(r)
ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåëüíûå çíà÷åíèß ôóíêöèè ψ(r) ïðè r → 0+ è r → 1−
ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 0 è +∞. Äåéñòâèòåëüíî, óòâåðæäåíèå äëß r → 0+
î÷åâèäíî, à äëß r → 1− ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îòíîøåíèe α(r)/(1 − r)
íåóáûâàåò è ïîëîæèòåëüíî íà (0, 1) (â ñèëó âûïóêëîñòè ââåðõ è ïîëî-
æèòåëüíîñòè ôóíêöèè α), îòíîøåíèå 2r/(q(1 + r)) âîçðàñòàåò è èìååò
ïîëîæèòåëüíûé ïðåäåë ïðè r → 1− è îòíîøåíèå (1 + r)1/q/(1 − r)1/q
ñòðåìèòñß ê +∞ ïðè r → 1−. Ïî òåîðåìå Êîøè î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷å-
íèßõ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèß óðàâíåíèß (9.27) ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè
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ôóíêöèè ψ(r) íà èíòåðâàëå (0, 1). Èç òîãî æå ïðåäñòàâëåíèß (9.28) âèäíî,
÷òî ôóíêöèß ψ(r) ñòpîãî âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëå (0, 1). Äåéñòâèòåëüíî,
ïî êðàéíåé ìåðå äâà ïîñëåäíèõ ñîìíîæèòåëß â (9.28) ñòpîãî âîçðàñòàþò è
ïîëîæèòåëüíû íà èíòåðâàëå (0, 1), à ïåðâûé, âî âñßêîì ñëó÷àå, íåóáûâà-
åò è òîæå ïîëîæèòåëåí íà (0, 1) (â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèè α(r)).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèß (9.27) åäèíñòâåííî. Îáîçíà÷èâ
ýòî ðåøåíèå ÷åðåç rk, çàìåòèì, ÷òî òå æå ðàññóæäåíèß, êîòîðûå áûëè
èñïîëüçîâàíû ïðè âûâîäå îöåíêè (9.1), ïðèìåíèìû è â äàííîì ñëó÷àå, ñ
åäèíñòâåííîé ëèøü îãîâîðêîé, ÷òî âìåñòî α íóæíî ïèñàòü α(rk) (ñð. òàê-
æå îöåíêè (9.3) è (9.26)). Òàêèì îáðàçîì, äëß êîýôôèöèåíòîâ Òåéëîðà
ôóíêöèè f(z) âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà
ln |ak| ≤ q+1
√
2qαq(rk)k
√1 + (α(rk)
2qk
)2q/(q+1)
+
1
q
 , k ∈ N.
Òàê êàê, î÷åâèäíî, rk → 1 è α(rk) → 0 ïðè k → +∞, òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà åñòü o
(
q+1
√
k
)
ïðè k → +∞,
òî åñòü îöåíêà (9.25) äîêàçàíà.
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Óòâåpæäåíèß ïàpàãpàôà ñîñòàâëßþò òåõíè÷åñêóþ îñíîâó
äîêàçàòåëüñòâ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äàííîé pàáîòû, èçëîæåííûõ â ïà-
ðàãðàôàõ 9.3 è 9.4. Ìíîãèå èç íèõ, íà íàø âçãëßä, ìîãóò áûòü òàêæå
èñïîëüçîâàíû ïðè èçó÷åíèè è äpóãèõ ñâîéñòâ ïpîñòpàíñòâ ãîëîìîpôíûõ
ôóíêöèé.
9.2.1. Êîýôôèöèåíòíûå ìóëüòèïëèêàòîpû ïpîñòpàíñòâ
ãîëîìîpôíûõ ôóíêöèé
Ïóñòü F è H  íåêîòîpûå êëàññû ãîëîìîpôíûõ ôóíêöèé â åäèíè÷íîì
êpóãå U .
Îïðåäåëåíèå 9.6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë B = (bk)k∈Z+
íàçûâàåòñß êîýôôèöèåíòíûì ìóëüòèïëèêàòîpîì êëàññà F â êëàññ H,
åñëè äëß ëþáîé ôóíêöèè
f(z) =
∑
k∈Z+
akz
k, z ∈ U, (9.29)
èç êëàññà F ôóíêöèß
h(z) =
∑
k∈Z+
bkakz
k, z ∈ U, (9.30)
ïpèíàäëåæèò êëàññó H.
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Ïðè ýòîì ôóíêöèß h íàçûâàåòñß îápàçîì ôóíêöèè f îòíîñèòåëüíî
ìóëüòèïëèêàòîpà B è îáîçíà÷àåòñß h = Bf . Ìíîæåñòâî âñåõ êîýôôè-
öèåíòíûõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ êëàññà F â êëàññ H îáîçíà÷àåòñß ÷åpåç
CM(F,H) (ñì. ñòàòüþ Ã.Ä.Ëåâøèíîé [32]). Ñëåäóþùåå óòâåpæäåíèå
óñòàíàâëèâàåò íåêîòîpîå îáùåå ñâîéñòâî êîýôôèöèåíòíûõ ìóëüòèïëèêà-
òîðîâ êëàññîâ ãîëîìîpôíûõ ôóíêöèé.
Ëåììà 9.7. Ïóñòü F è H  ëèíåéíûå êëàññû ãîëîìîpôíûõ â åäèíè÷-
íîì êpóãå U ôóíêöèé ñ ìåòpèêàìè, ñõîäèìîñòü ïî êîòîpûì íå ñëà-
áåå pàâíîìåpíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ âíóòpè U . Òîãäà ëþáîé
êîýôôèöèåíòíûé ìóëüòèïëèêàòîð êëàññà F â êëàññ H ßâëßåòñß ëèíåé-
íûì è çàìêíóòûì êàê îïåpàòîp ëèíåéíûõ è ìåòpè÷åñêèõ ïpîñòpàíñòâ
F è H.
Çàìå÷àíèå 9.8. Äëß ÷àñòíîãî ñëó÷àß, êîãäà F = N∗, à Y  íåêîòîðîå
ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, óòâåðæäåíèå ëåììû ñî-
äåðæèòñß â ñòàòüå [141, ðàçä. 3].
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïpåäåëåíèþ ëþáîé êîýôôèöèåíòíûé ìóëüòèïëè-
êàòîð B = (bk)k∈Z+ êëàññà F â êëàññ H åñòü îòîápàæåíèå èç F â H,
êîòîðîå, êàê è ìóëüòèïëèêàòîp, îáîçíà÷èì ñèìâîëîì B.
Îòîápàæåíèå B êàê îïåpàòîp ëèíåéíûõ ïpîñòpàíñòâ  ëèíåéíîå, â ñè-
ëó ëèíåéíîñòè êîýôôèöèåíòîâ Òåéëîpà êàê ôóíêöèîíàëîâ íà ïpîñòpàí-
ñòâå âñåõ ãîëîìîpôíûõ ôóíêöèé.
Äëß äîêàçàòåëüñòâà çàìêíóòîñòè ýòîãî îòîápàæåíèß êàê îïåpàòîpà
ìåòpè÷åñêèõ ïpîñòpàíñòâ ïîêàæåì, ÷òî ïpåäåë ëþáîé ñõîäßùåéñß ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè (fl, Bfl)l∈N òî÷åê ãpàôèêà îïåpàòîpà B òàêæå ïpèíàäëå-
æèò ãpàôèêó îïåpàòîpà B, òî åñòü ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó
ΓB = {(f, h) ∈ F × H | h = Bf}. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (fl, Bfl) ñõîäèòñß ïpè l → +∞ ê íåêîòîpîé òî÷êå (f, h) ïpîñòpàí-
ñòâà F × H â îáû÷íîé òîïîëîãèè ïpîèçâåäåíèß (çàäàâàåìîé ìåòpèêîé
ρF×H
(
(f1, h1), (f2, h2)
)
= ρF (f1, f2) + ρH(h1, h2), ãäå (f1, h1) è (f2, h2) èç
F ×H, à ρF è ρH îáîçíà÷àþò ìåòpèêè ïpîñòpàíñòâ F è H ñîîòâåòñòâåí-
íî). Ïîñëåäíßß ñõîäèìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî fl → f è Bfl → h ïî ìåòpèêàì
ρF è ρH ñîîòâåòñòâåííî. Ïî óñëîâèþ ëåììû ñõîäèìîñòü ïî ìåòpèêàì ρF
è ρH íå ñëàáåå pàâíîìåpíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ â U , òàê ÷òî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè fl è Bfl ñõîäßòñß pàâíîìåpíî íà ëþáîì êîìïàêòå èç
U ê ôóíêöèßì f è h ñîîòâåòñòâåííî. Èç íåpàâåíñòâ Êîøè (9.2) âûòå-
êàåò, ÷òî êàæäûé êîýôôèöèåíò Òåéëîpà ßâëßåòñß íå òîëüêî ëèíåéíûì,
íî åùå è íåïpåpûâíûì ôóíêöèîíàëîì îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèè pàâíî-
ìåpíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ âíóòpè U , òàê ÷òî ak(fl) → ak(f) è
ak(Bfl) → ak(h) ïpè l → +∞ äëß êàæäîãî k ∈ Z+, ãäå ÷åpåç ak(w) îáî-
çíà÷åí k-ûé êîýôôèöèåíò Òåéëîpà ãîëîìîpôíîé â êpóãå U ôóíêöèè w.
Ñ äpóãîé ñòîpîíû, ñîãëàñíî îïpåäåëåíèþ êîýôôèöèåíòíîãî ìóëüòèïëè-
êàòîðà, ak(Bfl) = bkak(fl) è èç ïpåäûäóùèõ ïpåäåëüíûõ ñîîòíîøåíèé
ñëåäóåò, ÷òî ak(h) = bkak(f), òî åñòü h = Bf . Òàêèì îápàçîì ïîêàçà-
íî, ÷òî êàæäàß ïpåäåëüíàß òî÷êà (f, h) ãpàôèêà îïåpàòîpà B èìååò âèä
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(f,Bf), òî åñòü ïpèíàäëåæèò ãpàôèêó ΓB îïåpàòîpà B. Èòàê, äîêàçàíà
çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà ΓB , à âìåñòå ñ íåé è óòâåðæäåíèå ëåììû.
9.2.2. Êâàçèíîpìèpîâàííûå ïpîñòpàíñòâà
è ïpîñòpàíñòâà òèïà (F )
Íàïîìíèì, ÷òî ëèíåéíîå ïpîñòpàíñòâî E íàçûâàþò êâàçèíîpìèpîâàí-
íûì, åñëè îíî íàäåëåíî íåêîòîpîé ÷èñëîâîé õàpàêòåpèñòèêîé | · | ýëåìåí-
òîâ ýòîãî ïpîñòpàíñòâà, íàçûâàåìîé êâàçèíîpìîé, êîòîpàß óäîâëåòâîpßåò
ñëåäóþùèì àêñèîìàì (çäåñü xl, x, y  ýëåìåíòû ïpîñòpàíñòâà E, à αl,
α  ýëåìåíòû ÷èñëîâîãî ïîëß K, íàä êîòîpûì pàññìàòpèâàåòñß ëèíåéíîå
ïpîñòpàíñòâî E):
(1) |x| = 0⇔ x = 0 (íåâûpîæäåííîñòü)
(2) | − x| = |x| (ñèììåòpè÷íîñòü)
(3) |x+ y| ≤ |x|+ |y| (íåpàâåíñòâî òpåóãîëüíèêà)
(4) |αlx| → 0, åñëè αl → 0 (ñîãëàñîâàííîñòü êâàçèíîpìû ñ
(5) |αxl| → 0, åñëè |xl| → 0 îïåpàöèåé óìíîæåíèß íà ñêàëßp)
(ñì. [144, ãë. I, 2, îïpåäåëåíèå 2]). Â êàæäîì êâàçèíîpìèpîâàííîì ïpî-
ñòpàíñòâå E ñ ïîìîùüþ ìåòpèêè
ρ(x, y) = |x− y|, x, y ∈ E, (9.31)
çàäàåòñß åñòåñòâåííàß òîïîëîãèß, è ìîæíî ïîêàçàòü (ñì.
[144, ãë. I, 2, ïpåäëîæåíèå 2]), ÷òî ýòà òîïîëîãèß ïpåâpàùàåò E â
ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêîå ïpîñòpàíñòâî. Êâàçèíîpìèpîâàííûå ïpîñòpàí-
ñòâà âî ìíîãîì ñõîæè ñ íîpìèpîâàííûìè, ÷òî ïîäòâåpæäàåò ñëåäóþùåå
ïpåäëîæåíèå.
Ëåììà 9.9 (K.Éîñèäà [144]). Íåïpåpûâíîñòü ëèíåéíîãî îïåpàòîpà
êâàçèíîpìèpîâàííûõ ïpîñòpàíñòâ pàâíîñèëüíà åãî îãpàíè÷åííîñòè, òî
åñòü òîìó, ÷òî îí îãpàíè÷åííûå ìíîæåñòâà ïåpåâîäèò â îãpàíè÷åííûå.
Çàìå÷àíèå 9.10. Çäåñü ïîä îãpàíè÷åííîñòüþ ìíîæåñòâ êâàçèíîpìèpîâàí-
íîãî ïpîñòpàíñòâà ñëåäóåò ïîíèìàòü íå îãpàíè÷åííîñòü ïî êâàçèíîpìå, à
îãpàíè÷åííîñòü â ñìûñëå ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêèõ ïpîñòpàíñòâ, ÷àñòíû-
ìè ñëó÷àßìè êîòîpûõ ßâëßþòñß êâàçèíîpìèpîâàííûå.
Èç ôîpìóëû (9.31) ìîæíî âèäåòü, ÷òî çàäàíèå êâàçèíîpìû â ëè-
íåéíîì ïpîñòpàíñòâå ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ èíâàpèàíòíîé îòíîñèòåëü-
íî ïàpàëëåëüíûõ ïåpåíîñîâ ìåòpèêè, ñîãëàñîâàííîé ñ îïåpàöèåé óìíî-
æåíèß íà ñêàëßp (áîëåå òî÷íî, îïåpàöèß óìíîæåíèß íà ñêàëßp äîëæíà
áûòü íåïpåpûâíîé ïî ñêàëßpíîìó è ïî âåêòîpíîìó àpãóìåíòàì â îòäåëü-
íîñòè). Òàêèì îápàçîì, äëß òîãî, ÷òîáû êâàçèíîpìèpîâàííîå ïpîñòpàí-
ñòâî E ïpåäñòàâëßëî ñîáîé ïpîñòpàíñòâî òèïà (F ) (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
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F -ïðîñòðàíñòâî) îòíîñèòåëüíî ìåòpèêè (9.31), íå õâàòàåò ëèøü ñâîéñòâà
ïîëíîòû ïpîñòpàíñòâà E. Ïîýòîìó ïpîñòpàíñòâà òèïà (F ) ìîæíî pàñ-
ñìàòpèâàòü êàê ïîëíûå êâàçèíîpìèpîâàííûå ïpîñòpàíñòâà, òî åñòü êàê
îáîáùåíèß ïpîñòpàíñòâ òèïà (B) (áàíàõîâûõ ïpîñòpàíñòâ). Ñâîéñòâî ïîë-
íîòû èãpàåò ñóùåñòâåííóþ pîëü âî ìíîãèõ ïpåäëîæåíèßõ ôóíêöèîíàëü-
íîãî àíàëèçà, òàêèõ, íàïpèìåp, êàê ñëåäóþùåå.
Ëåììà 9.11 (Í.Äàíôîpä, Äæ.Øâàpö [66]). Íåïpåpûâíîñòü ëèíåé-
íîãî îïåpàòîpà F -ïpîñòpàíñòâ pàâíîñèëüíà åãî çàìêíóòîñòè, òî åñòü
çàìêíóòîñòè åãî ãpàôèêà.
Ýòî óòâåpæäåíèå íàçûâàþò òåîpåìîé î çàìêíóòîì ãpàôèêå.
Ïpîñòpàíñòâà Ïpèâàëîâà Nq (q > 1) è ïpîñòpàíñòâà Õàpäè
Hp (p > 0) ßâëßþòñß ïpîñòpàíñòâàìè òèïà (F ) (ñì. ðàáîòû M.Ñòîëëà
[132, òåîðåìà 4.2], Ï.Ë.Äþpåíà, Á.Â. Ðîìáåpãà è À.Ë.Øèëäñà [68],
A. E.Òåéëîðà [134]), òàê ÷òî ê íèì ïpèìåíèìû îáå ñôîpìóëèpîâàííûå
ëåììû.
9.2.3. Îöåíêè ßäpà Ïóàññîíà
Îöåíêè äàííîãî ïóíêòà áóäóò èãpàòü âàæíóþ pîëü â äîêàçàòåëüñòâå
ëåììû ñëåäóþùåãî ïóíêòà. Êpîìå òîãî, îíè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû
äëß ïîñòpîåíèß pàçëè÷íûõ ïpèìåpîâ ôóíêöèé, ïpèíàäëåæàùèõ èëè íå
ïpèíàäëåæàùèõ êëàññàì Õàpäè è Ïpèâàëîâà.
ßäpî Ïóàññîíà (9.4) óäîáíåé îáîçíà÷èòü êàê
Pr(θ) = P (r, e
iθ) =
1− r2
1 + r2 − 2r cos θ . (9.32)
Ñëåäóþùàß ëåììà áûëà ñôîpìóëèpîâàíà êàê óïpàæíåíèå â êíèãå Ó.Ðó-
äèíà [116, ñ. 33].
Ëåììà 9.12. Äëß ßäpà Ïóàññîíà (9.32) ñïpàâåäëèâà îöåíêà
Pr(θ) ≤ (1− r)
(pi
θ
)2
, 0 ≤ r < 1, −pi ≤ θ ≤ pi, θ 6= 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê äëß âñåõ −pi ≤ θ ≤ pi ñïpàâåäëèâî íåpàâåíñòâî
| sin(θ/2)| ≥ |θ/pi|, òî çíàìåíàòåëü äpîáè â (9.32) ìîæíî îöåíèòü êàê
1 + r2 − 2r cos θ = (1− r)2 + 4r sin2 θ
2
≥
≥ (1− r)2 + 4r
(
θ
pi
)2
≥ (1− r)2
(
θ
pi
)2
+ 4r
(
θ
pi
)2
=
= (1 + r)2
(
θ
pi
)2
≥ (1 + r)
(
θ
pi
)2
,
åñëè òîëüêî r ≥ 0. Îòñþäà ïpè r < 1 è θ 6= 0 èç âûpàæåíèß (9.32) ïîëó÷àåì
èñêîìóþ îöåíêó ëåììû.
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Ñëåäóþùàß ëåììà â íåìíîãî îòëè÷íîé îò ïpèâîäèìîé çäåñü ôîpìå è â
÷àñòíîì ñëó÷àå q > 1/2 âñòpå÷àåòñß â ìîíîãpàôèè Ï.Ë.Äþpåíà [70, pàç-
äåë 6.4].
Ëåììà 9.13. Äëß êàæäîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà q íàéäóòñß òàêèå
êîíå÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîßííûå Cq è Dq, çàâèñßùèå òîëüêî îò q,
÷òî
Cq φq(r) ≤
pi∫
−pi
P qr (θ)
dθ
2pi
≤ Dq φq(r), 0 ≤ r < 1, (9.33)
ãäå
φq(r) =

(1− r)q, åñëè q < 1/2√
1− r ln
(
1 + 11− r
)
, åñëè q = 1/2
(1− r)1−q, åñëè q > 1/2.
(9.34)
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì èíòåãpàë â îöåíêå (9.33) ÷åpåç Iq(r) è âîñ-
ïîëüçóåìñß íåpàâåíñòâàìè
(1− r)2 + 4r
(
θ
pi
)2
≤ 1 + r2 − 2r cos θ ≤
≤ (1− r)2 + rθ2, r ≥ 0, −pi ≤ θ ≤ pi,
÷òîáû îöåíèòü ßäpî Ïóàññîíà (9.32), âõîäßùåå â âûpàæåíèå äëß Iq(r):
1 + r
1− r
1
1 + rθ2/(1− r)2 ≤ Pr(θ) ≤
1 + r
1− r
1
1 + 4rθ2/(pi2(1− r)2) ,
0 ≤ r < 1, −pi ≤ θ ≤ pi.
Òîãäà
(
1 + r
1− r
)q pi∫
−pi
1
(1 + rθ2/(1− r)2)q
dθ
2pi
≤ Iq(r) ≤
≤
(
1 + r
1− r
)q pi∫
−pi
1
(1 + 4rθ2/(pi(1− r))2)q
dθ
2pi
, 0 ≤ r < 1,
åñëè q ≥ 0, è íåpàâåíñòâà ìåíßþòñß íà ïpîòèâîïîëîæíûå, åñëè q < 0.
Ñäåëàåì â èíòåãpàëàõ ëåâîé è ïpàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåpàâåíñòâà çà-
ìåíû ïåpåìåííûõ χ =
√
rθ/(1 − r) è ξ = 2√rθ/(pi(1 − r)) ñîîòâåòñòâåííî
(òàêèå çàìåíû âîçìîæíû ïðè 0 < r < 1). Ïîñëå íåáîëüøèõ ïpåîápàçîâà-
íèé ïîëó÷àåì
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(1 + r)q
2pi
√
r
pi
√
r/(1−r)∫
−pi
√
r
1−r
dχ
(1 + χ2)q
≤ Iq(r)(1− r)q−1 ≤
≤ (1 + r)
q
4
√
r
2
√
r/(1−r)∫
− 2
√
r
1−r
dξ
(1 + ξ2)q
, 0 < r < 1, (9.35)
åñëè q ≥ 0, è íåpàâåíñòâà íóæíî ïîìåíßòü íà ïpîòèâîïîëîæíûå, åñëè
q < 0. Îáîçíà÷èì ëåâóþ è ïpàâóþ ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåpàâåíñòâà ÷åðåç
Cq(r) è Dq(r) ñîîòâåòñòâåííî. Â ïîâåäåíèè ýòèõ ôóíêöèé ïpè r → 1− è
áóäåò çàêëþ÷àòüñß ðàçëè÷èå òpåõ pàññìîòpåííûõ â (9.34) ñëó÷àåâ.
Â ñëó÷àå q > 1/2 èíòåãpàë
+∞∫
−∞
dχ
(1 + χ2)q
(9.36)
ñõîäèòñß è ïîýòîìó ôóíêöèè Cq(r) è Dq(r) èìåþò êîíå÷íûå ïîëîæèòåëü-
íûå ïpåäåëû ïpè r → 1−. Òî÷íî òàê æå ïpè r → 0+ ýòè ôóíêöèè èìå-
þò êîíå÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ïpåäåëû (pàâíûå åäèíèöå). Òàê êàê ïpè
0 < r < 1 ôóíêöèè Cq(r) è Dq(r), î÷åâèäíî, ïîëîæèòåëüíû è íåïpåpûâ-
íû, òî îíè äîïóñêàþò íåïðåðûâíîå è ïîëîæèòåëüíîå ïpîäîëæåíèå íà âåñü
îòpåçîê [0, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ïî-
ñòîßííûå Cq è Dq, îãpàíè÷èâàþùèå ôóíêöèè Cq(r) è Dq(r) íà èíòåpâàëå
(0, 1) ñîîòâåòñòâåííî ñíèçó è ñâåpõó. Îáúåäèíßß ýòè îöåíêè ñ íåpàâåí-
ñòâîì (9.35), ïpèõîäèì ê èñêîìîìó íåpàâåíñòâó (9.33).
Â ñëó÷àå q < 1/2 èíòåãpàë (9.36) pàñõîäèòñß è åãî ÷àñòè÷íûå èíòåãpà-
ëû
ξ∫
−ξ
dχ
(1 + χ2)q
, ξ ≥ 0, (9.37)
ýêâèâàëåíòíû ïpè ξ → +∞ôóíêöèè 2ξ1−2q/(1−2q). Ïpèíèìàß ýòî âî âíè-
ìàíèå, pàññìîòpèì âìåñòî ôóíêöèé Cq(r) è Dq(r) ôóíêöèè
Xq(r) = (1 − r)1−2qCq(r) è Yq(r) = (1 − r)1−2qDq(r) ñîîòâåòñòâåííî. Èç
âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè Xq(r) è Yq(r) èìåþò êîíå÷íûå ïî-
ëîæèòåëüíûå ïpåäåëû ïpè r → 1− è òî æå ñàìîå èìååò ìåñòî ïðè r → 0+.
Òàê êàê âíóòpè èíòåpâàëà (0, 1) ôóíêöèè ïîëîæèòåëüíû è íåïpåpûâíû,
òî èõ ìîæíî ïpîäîëæèòü íà âåñü îòpåçîê [0, 1] ñ ñîõpàíåíèåì ñâîéñòâ
ïîëîæèòåëüíîñòè è íåïpåpûâíîñòè. Åñëè q ≥ 0, òî íàéäåì êîíå÷íûå ïî-
ëîæèòåëüíûå ïîñòîßííûå Cq è Dq, îãðàíè÷èâàþùèå ôóíêöèè Xq(r) è
Yq(r) ñíèçó è ñâåðõó ñîîòâåòñòâåííî, è òîãäà Cq(r) ≥ Cq(1 − r)2q−1 è
Dq(r) ≤ Dq(1 − r)2q−1, 0 < r < 1, ÷òî âìåñòå ñ íåpàâåíñòâîì (9.35)
äîêàçûâàåò èñêîìîå íåpàâåíñòâî (9.33). Â ñëó÷àå q < 0 ñëåäóåò ó÷åñòü,
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÷òî íåpàâåíñòâà â (9.35) ìåíßþòñß íà ïpîòèâîïîëîæíûå, ïîýòîìó, íà-
õîäß êîíå÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîßííûå Cq è Dq, îãpàíè÷èâàþùèå
ôóíêöèè Xq(r) è Yq(r) íà (0, 1) ñîîòâåòñòâåííî ñâåpõó è ñíèçó, ïîëó÷èì
Cq(r) ≤ Dq(1− r)2q−1 è Dq(r) ≥ Cq(1− r)2q−1, ÷òî âìåñòå ñ íåpàâåíñòâîì
(9.35) ïpèâîäèò ê èñêîìîé îöåíêå (9.33) è â ñëó÷àå q < 0.
Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå ñëó÷àß q = 1/2 îò âñåõ ïpåäûäóùèõ çàêëþ-
÷àåòñß â îñîáåííîñòè ñêîpîñòè pàñõîäèìîñòè èíòåãpàëà (9.36). Â ýòîì
ñëó÷àå ÷àñòè÷íûå èíòåãpàëû (9.37) áóäóò ýêâèâàëåíòíû ïpè ξ → +∞
âûpàæåíèþ 2 ln(1 + ξ). Ïîýòîìó ôóíêöèè Xq(r) = Cq(r)/ ln
(
1 + 11− r
)
è Yq(r) = Dq(r)/ ln
(
1 + 11− r
)
èìåþò êîíå÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ïpåäåëû
ïpè r → 1−. Òî æå ñàìîå îòíîñèòñß è ê ïpåäåëó ïpè r → 0+, òàê ÷òî èç
íåïpåpûâíîñòè è ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèé Xq(r) è Yq(r) íà èíòåpâàëå
(0, 1) ñëåäóåò, ÷òî ýòè ôóíêöèè ìîãóò áûòü ïpîäîëæåíû, ñ ñîõpàíåíèåì
íåïpåpûâíîñòè è ïîëîæèòåëüíîñòè, íà âåñü îòpåçîê [0, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîßííûå Cq è Dq, îãpàíè÷è-
âàþùèå ôóíêöèè Xq(r) è Yq(r) íà èíòåpâàëå (0, 1) ñîîòâåòñòâåííî ñíè-
çó è ñâåpõó, ÷òî pàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâàì Cq(r) ≥ Cq ln
(
1 + 11− r
)
è
Dq(r) ≤ Dq ln
(
1 + 11− r
)
. Îáúåäèíßß ïîëó÷åííûå îöåíêè ñ íåpàâåíñòâîì
(9.35), ïpèõîäèì ê èñêîìîìó íåpàâåíñòâó (9.33) è â ñëó÷àå q = 1/2.
9.2.4. Îãpàíè÷åííîñòü íåêîòîpûõ ìíîæåñòâ â Nq (q > 1)
Â ïóíêòå ïpèâîäßòñß ïpèìåpû îãpàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ â Nq (q > 1),
êîòîpûå ïîíàäîáßòñß â äàëüíåéøåì.
Ëåììà 9.14. Ïóñòü q > 1 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0 ≤ rl < 1 è βl ≥ 0
óäîâëåòâîpßþò óñëîâèþ βql (1− rl)1−q → 0 ïpè l→ +∞. Òîãäà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ôóíêöèé fl(z) = gβl(rlz), z ∈ U , ãäå ôóíêöèè gc îïpåäåëåíû â
ñîîòâåòñòâèè ñ ôîpìóëîé (9.15), îãpàíè÷åíà â ïpîñòpàíñòâå Nq.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëß òîãî ÷òîáû ïîêàçàòü îãpàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè (fl)l∈N, äëß ëþáîé îêpåñòíîñòè V íóëß ïpîñòpàíñòâà Nq òpå-
áóåòñß íàéòè òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî α0, ÷òî åñëè α ∈ C è |α| ≤ α0,
òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (αfl)l∈N ïîëíîñòüþ ñîäåpæèòñß â ýòîé îêpåñòíî-
ñòè V . Òàê êàê â ëþáóþ îêpåñòíîñòü íóëß ìîæíî âïèñàòü øàp äîñòàòî÷íî
ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî pàäèóñà (ñ öåíòpîì â íóëå), òî áåç îãpàíè÷åíèß
îáùíîñòè ñ÷èòàåì V = B(0, ε) = {f ∈ Nq | |f |Nq < ε}, ε > 0.
Ñ÷èòàß, ÷òî |α| ≤ 1 è l ∈ N, îöåíèì êâàçèíîpìó ôóíêöèè αfl, âîñ-
ïîëüçîâàâøèñü âûpàæåíèåì (1.3) äëß | · |Nq è pàçáèâàß èíòåãpàë â ýòîì
âûpàæåíèè íà èíòåãpàë ïî ïpîìåæóòêó −θl < θ < θl è ïî åãî äîïîëíåíèþ
(îòíîñèòåëüíî îòpåçêà [−pi, pi]):
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|αfl|qNq =
( ∫
|θ|<θl
+
∫
θl≤|θ|≤pi
)
lnq
(
1 + |α| exp
(βl
2
Prl(θ)
)) dθ
2pi
≤
≤
∫
|θ|<θl
lnq
(
1 + exp
(βl
2
Prl(θ)
)) dθ
2pi
+
∫
θl≤|θ|≤pi
lnq
(
1 + |α| exp
(βl
2
Prl(θ)
)) dθ
2pi
,
ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òàêæå òîæäåñòâîì (9.16). Äëß îöåíêè ïpåäïî-
ñëåäíåãî èíòåãpàëà âîñïîëüçóåìñß íåpàâåíñòâîì (3.12), à ïîñëåäíèé îöå-
íèì ñîãëàñíî ëåììå 9.12:
|αfl|qNq ≤
2θl
2pi
2q lnq 2 + βql
pi∫
−pi
P qrl(θ)
dθ
2pi
+ lnq
(
1 + |α| exp
(βl
2
(1− rl)
( pi
θl
)2))
.
Òåïåpü âîñïîëüçóåìñß ñâîáîäîé âûáîpà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (θl),
0 < θl ≤ pi, âûápàâ åå òàê, ÷òîáû, âî-ïåpâûõ, îíà ñõîäèëàñü ê íóëþ, à, âî-
âòîpûõ, íåpàâåíñòâî βl(1− rl)(pi/θl)2 ≤ 1 âûïîëíßëîñü, ïî êpàéíåé ìåpå,
íà÷èíàß ñ íåêîòîpîãî íîìåpà (âûáîp òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âîçìîæåí,
òàê êàê â ñèëó óñëîâèß ëåììû βl(1 − rl) → 0 ïpè l → +∞). Òåì ñàìûì
ìû îöåíèì â ïîñëåäíåì íåpàâåíñòâå ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå. Ïpåäïîñëåäíåå
ñëàãàåìîå ìîæíî îöåíèòü ïî ëåììå 9.13. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî äëß
íåêîòîpîé êîíå÷íîé ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîßííîé Dq âûïîëíåíî íåpàâåí-
ñòâî
|αfl|qNq ≤
lnq 4
pi
θl +Dqβ
q
l (1− rl)1−q + lnq(1 + |α|
√
e), (9.38)
ïî êpàéíåé ìåpå, íà÷èíàß ñ íåêîòîpîãî íîìåpà. Ïåpâîå è âòîpîå ñëàãà-
åìûå â ïpàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåpàâåíñòâà ñòpåìßòñß ïpè l → +∞ ê
íóëþ: ïåpâîå  ñîãëàñíî âûáîpó θl, âòîpîå  ñîãëàñíî óñëîâèþ ëåììû.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëß ïpîèçâîëüíîãî ε > 0 íàéäåòñß òàêîé íîìåp l0 ∈ N,
÷òî ïpè ëþáîì íàòópàëüíîì l ≥ l0 ïåpâûå äâà ñëàãàåìûõ â ïpàâîé ÷àñòè
ïîñëåäíåãî íåpàâåíñòâà â ñóììå äàäóò ÷èñëî, íå ïpåâîñõîäßùåå 2εq/3.
Âûápàâ òàêîå αl0 > 0, ÷òîáû áûëè âûïîëíåíû íåpàâåíñòâà αl0 ≤ 1 è
lnq(1 + αl0
√
e) < εq/3, ñîãëàñíî íåpàâåíñòâó (9.38), ìû ïîëó÷èì, ÷òî äëß
âñåõ íàòópàëüíûõ l ≥ l0 è âñåõ êîìïëåêñíûõ α ñ |α| ≤ αl0 áóäåò âûïîëíåíî
|αfl|Nq < ε, òàê ÷òî, íà÷èíàß ñ íîìåpà l0, âñå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè (αfl) ñîäåpæàòñß â øàpå B(0, ε). Ñîãëàñíî òîìó, ÷òî Nq ßâëßåòñß
F -ïpîñòpàíñòâîì, äëß êàæäîãî èç íîìåpîâ l = 1, 2, . . . , l0 − 1 íàéäåòñß
òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî αl > 0, ÷òî äëß âñåõ α ∈ C ñ |α| ≤ αl áóäåò
âûïîëíåíî |αfl|Nq < ε. Ïîëàãàß α0 = min(α1, α2, . . . , αl0), ïîëó÷èì, ÷òî
ïpè |α| ≤ α0 óæå âñß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (αfl) áóäåò ñîäåpæàòüñß â øàpå
B(0, ε). Òàê êàê ε > 0 âíà÷àëå âûáèpàëîñü ïpîèçâîëüíûì, òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (fl) îãpàíè÷åíà â Nq.
Çàìå÷àíèå 9.15. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fl) èç ëåììû íà ñàìîì äåëå ñõîäèò-
ñß â ìåòpèêå ïpîñòpàíñòâà Nq ê ôóíêöèè, òîæäåñòâåííî pàâíîé åäèíèöå
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(÷òîáû óáåäèòüñß â ýòîì, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñß êpèòåpèåì îãpàíè÷åí-
íîñòè ìíîæåñòâ â Nq (ñì. òåîðåìó 3.9) è ïîòîì ñòàíäàpòíîé ïpåäåëü-
íîé òåîpåìîé èç [106, òåîpåìà II.T21]). Òàêèì îápàçîì, ëåììà äàåò ïpè-
ìåp ìíîæåñòâà, êîòîðîå ßâëßåòñß íå òîëüêî îãpàíè÷åííûì, íî òàêæå è
âïîëíå îãpàíè÷åííûì â ïpîñòpàíñòâå Nq. Ïpèìåp ìíîæåñòâà, êîòîpîå
îãpàíè÷åíî â ïpîñòpàíñòâå Nq, íî íå âïîëíå, ìîæíî íàéòè, íàïpèìåp,
â äèññåpòàöèè Ð.Ìåøòpîâè÷à [104, ãë. 6, òåîpåìà 4.5] (ñì. òàêæå ìîíî-
ãðàôèþ Ð.Ìåøòðîâè÷à è Æ.Ïàâè÷åâè÷à [105, ãë. 9]). Ð.Ìåøòpîâè÷ (ñì.
[104, ãë. 2, êîììåíòàpèé ê ëåììå 2.7] èëè [105]) çàìåòèë, ÷òî âåpíî òàêæå
óòâåpæäåíèå, â íåêîòîpîé ñòåïåíè îápàòíîå ê òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé ëåì-
ìå: åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0 ≤ rl < 1 è βl ≥ 0 òàêîâû, ÷òî ôóíêöèè
fl, îïpåäåëåííûå â ëåììå, îápàçóþò îãpàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
â ïðîñòðàíñòâå Nq (q > 1) è, êpîìå òîãî, rl → 1 ïpè l → +∞, òî
βql (1− rl)1−q → 0 ïpè l → +∞ (åñëè rl 6→ 1 ïpè l → +∞, òî î ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè βql (1− rl)1−q ìîæíî ñêàçàòü ëèøü, ÷òî îíà îãpàíè÷åíà).
9.2.5. Ëåììà î áåñêîíå÷íîì îñëàáëåíèè íåðàâåíñòâà
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àßõ âñòðå÷àåòñß â
ñòàòüßõ [141, ëåììà 1] è [90, ëåììà 5.1].
Ëåììà 9.16. Ïóñòü (yk)k∈Z+  íåîòðèöàòåëüíàß, à (xk)k∈Z+  ïðîèç-
âîëüíàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ïðè÷åì xk ìîãóò
ïðèíèìàòü çíà÷åíèß −∞. ×òîáû âûïîëíßëîñü íåðàâåíñòâî
xk ≤ A− c yk, k ∈ Z+, (9.39)
ñ íåêîòîðûìè êîíå÷íûìè ïîñòîßííûìè A è c > 0, íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû äëß êàæäîé íåâîçðàñòàþùåé áåñêîíå÷íî ìàëîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè (ck)k∈Z+ íàøëàñü êîíå÷íàß ïîñòîßííàß A, äëß êîòîpîé
xk ≤ A− ck yk, k ∈ Z+. (9.40)
Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåðåñ ïðåäñòàâëßåò òîëüêî äîêàçàòåëüñòâî äîñòà-
òî÷íîñòè. Ïóñòü íåðàâåíñòâî (9.39) íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî íè ïpè êà-
êèõ A è c > 0. Áåðß â êà÷åñòâå A è c ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë l è 1/l,
l ∈ N, ïî èíäóêöèè ìîæåì ïîñòðîèòü âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íîìåðîâ (kl), kl+1 > kl, kl ∈ N, l ∈ N, äëß êîòîðîé âûïîëíåíû ïðîòèâîïî-
ëîæíûå íåðàâåíñòâà
xkl > l −
1
l
ykl . (9.41)
Ïîëîæèì ck = 1/l äëß k = kl, à äëß îñòàëüíûõ íîìåðîâ k 6= kl äîîïðåäå-
ëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ck ïî ìîíîòîííîñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî ck ↓ è ck → 0
ïðè k → +∞. Èç íåðàâåíñòâà (9.41) ñëåäóåò, ÷òî äëß ýòîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè íåëüçß ïîäîáðàòü êîíå÷íîé ïîñòîßííîé A òàêîé, ÷òî íåðàâåíñòâî
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(9.40) áóäåò âûïîëíåíî äëß âñåõ k ∈ Z+. Äåéñòâèòåëüíî, äëß êàæäîé êî-
íå÷íîé ïîñòîßííîé A ìîæíî íàéòè òàêîé íàòóðàëüíûé íîìåð l, ÷òî l ≥ A.
Òîãäà èç (9.41) èìååì
xkl > l −
1
l
ykl ≥ A− cklykl ,
÷òî è äîêàçûâàåò òðåáóåìîå ñâîéñòâî. Òåì ñàìûì, äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèß
ëåììû ïpîâåpåíà.
Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèß ëåììû î÷åâèäíà.
9.3. Êîýôôèöèåíòíûå ìóëüòèïëèêàòîpû
èç Nq (q > 1) â Hp (p > 0)
Â ïàðàãðàôå óñòàíàâëèâàåòñß îáùèé âèä êîýôôèöèåíòíûõ ìóëüòè-
ïëèêàòîðîâ èç êëàññîâ Ïðèâàëîâà Nq (q > 1) â êëàññû Õàðäè
Hp (p > 0) è âûßñíßåòñß, ÷òî îí íå çàâèñèò îò ïîêàçàòåëß p > 0. Êàê
ñëåäñòâèå îñíîâíîé òåîðåìû, äîêàçûâàåòñß òî÷íîñòü â êëàññàõ Nq (q > 1)
îöåíîê ðàâíîìåðíîãî ðîñòà è êîýôôèöèåíòîâ Òåéëîðà, ïîëó÷åííûõ â
òåîðåìàõ 1.6 è 9.4.
9.3.1. Êîýôôèöèåíòíûå ìóëüòèïëèêàòîðû êëàññîâ
Hp (p > 0) è N∗
Ïîíßòèå êîýôôèöèåíòíîãî ìóëüòèïëèêàòîðà åñòåñòâåííî âîçíèêàåò
ïðè èçó÷åíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ êîýôôèöèåíòîâ Òåéëîðà ôóíê-
öèé êàêîãî-íèáóäü êëàññà. Â óïðîùåííîì âèäå çàäà÷à ñòàâèòñß òàê: íà
êàêèå ìíîæèòåëè íóæíî äîìíîæèòü òåéëîðîâñêèå êîýôôèöèåíòû ôóíê-
öèé èç äàííîãî êëàññà, ÷òîáû îíè ñòàëè îáëàäàòü çàäàííûìè ñâîéñòâà-
ìè; íàïðèìåð, áûëè áû îãðàíè÷åííûìè èëè îáðàçîâûâàëè àáñîëþòíî ñõî-
äßùèéñß ðßä. Òðåáóß, ÷òîáû ïîëó÷åííûå ïðîèçâåäåíèß áûëè òåéëîðîâ-
ñêèìè êîýôôèöèåíòàìè ôóíêöèé íåêîòîðîãî äðóãîãî êëàññà, ïðèõîäèì
ê îáùåìó îïðåäåëåíèþ êîýôôèöèåíòíîãî ìóëüòèïëèêàòîðà (ñì. îïðåäå-
ëåíèå 9.6). ×àñòî ïðîñòðàíñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ak)k∈Z+ , èìåþùèõ
lim
k→+∞
k
√|ak| ≤ 1, îòîæäåñòâëßþò ñ ïðîñòðàíñòâàìè ãîëîìîðôíûõ â åäè-
íè÷íîì êðóãå ôóíêöèé, ó êîòîðûõ (ak) îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
òåéëîðîâûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ïîýòîìó ñòàíîâèòñß âîçìîæíûì ãîâîðèòü
î êîýôôèöèåíòíûõ ìóëüòèïëèêàòîðàõ ïðîñòðàíñòâ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé â ïðîñòðàíñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé; íàïðèìåð, èç êëàññîâ Õàðäè
Hp (p > 0) â ïðîñòðàíñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé lq (q > 0).
Êîýôôèöèåíòíûå ìóëüòèïëèêàòîðû êëàññîâ Õàðäè Hp è èõ îáîáùå-
íèé, êëàññîâ Bp, èçó÷àëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè (ñì. ïî ýòîìó ïîâîäó êíèãó
Ï.Ë.Äþðåíà [70, ðàçä. 6.4, êîììåíòàðèè ê ãë. 6], ãäå ïðèâåäåí õîðîøèé
îáçîð ïî ðåçóëüòàòàì äî 1970 ãîäà). Îòìåòèì ëèøü ðåçóëüòàò, îòëè÷àþ-
ùèéñß îñîáî ïðîñòîé ôîðìóëèðîâêîé.
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Òåîðåìà 9.17 (Ï.Ë.Äþðåí, À.Øèëäñ [69]). Äëß òîãî ÷òîáû ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = (λk)k∈Z+ ßâëßëàñü ìóëüòèïëèêàòîðîì èç H
p
(0 < p ≤ 1) â l∞ (ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé),
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
λk = O(k
1− 1p ) ïðè k → +∞.
Èç ýòîé òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò íåóëó÷øàåìîñòü äëß êëàññîâ
Hp (0 < p ≤ 1) îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ Òåéëîðà (1.10) èç òåîðåìû 1.7
(ñì. [70, ñëåäñòâèå òåîðåìû 6.4]). Âîîáùå, îñíîâíûì ïðèëîæåíèåì ðå-
çóëüòàòîâ î êîýôôèöèåíòíûõ ìóëüòèïëèêàòîðàõ êëàññîâ ãîëîìîðôíûõ
ôóíêöèé ßâëßåòñß óñòàíîâëåíèå òî÷íîñòè îöåíîê òåéëîðîâñêèõ êîýôôè-
öèåíòîâ ôóíêöèé ýòèõ êëàññîâ.
Îáùèé âèä êîýôôèöèåíòíûõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ èç êëàññà Ñìèðíîâà
N∗ â êëàññû Õàðäè Hp áûë íàéäåí Í.ßíàãèõàðîé.
Òåîðåìà 9.18 (Í.ßíàãèõàðà [141]). Ïóñòü 0 < p ≤ +∞. Äëß òîãî
÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = (λk)k∈Z+ áûëà ìóëüòèïëèêàòîðîì èç
N∗ â Hp, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
λk = O
(
e−c
√
k
)
ïðè k → +∞
ñ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîßííîé c.
Ï.Ë.Äþðåí, Á.Â. Ðîìáåðã, À.Øèëäñ è âñëåä çà íèìè Í.ßíàãèõàðà óêà-
çàëè åùå îäíî èíòåðåñíîå ïðèëîæåíèå ïîíßòèß êîýôôèöèåíòíîãî ìóëüòè-
ïëèêàòîðà  ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî äîêàçûâàòü òåîðåìû î ïðåäñòàâëåíèè
íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà êëàññàõ ãîëîìîðôíûõ ôóíê-
öèé. Áîëåå ïîäðîáíî ýòî ïðèëîæåíèå ðàññìîòðåíî â ñëåäóþùåì ïàðàãðà-
ôå.
9.3.2. Êîýôôèöèåíòíûå ìóëüòèïëèêàòîðû êëàññîâ
Nq (q > 1) â êëàññû Hp (p > 0)
Â ýòîì ïóíêòå ñîäåðæèòñß îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïàðàãðàôà. Äëß åãî
ôîðìóëèðîâêè óäîáíî ââåñòè â ðàññìîòðåíèå åùå îäèí êëàññ ôóíêöèé.
Îïðåäåëåíèå 9.19. Ïóñòü q > 0. Ãîëîìîðôíàß â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíê-
öèß
g(z) =
∑
k∈Z+
bkz
k, z ∈ U, (9.42)
ïðèíàäëåæèò êëàññó A∞q , åñëè
ln |bk| ≤ A− c q+1
√
k, k ∈ Z+, (9.43)
äëß íåêîòîðûõ äåéñòâèòåëüíûõ ïîñòîßííûõ A è c > 0.
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Óñëîâèå (9.43), î÷åâèäíî, ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ bk = O
(
e−c
q+1√
k
)
ïðè
k → +∞, è ïîýòîìó êàæäàß ôóíêöèß êëàññà A∞q íåïðåðûâíà âïëîòü äî
ãðàíèöû êðóãà U , âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè, òî åñòü ïðèíàä-
ëåæèò êëàññó A∞.
Òåîðåìà 9.20. Ïóñòü 1 < q < +∞ è 0 < p ≤ +∞. Äëß òîãî, ÷òî-
áû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B = (bk)k∈Z+ áûëà êîýôôèöèåíòíûì ìóëüòè-
ïëèêàòîðîì èç êëàññà Nq â êëàññ Hp, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
B áûëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ òåéëîðîâñêèõ êîýôôèöèåíòîâ íåêîòîðîé
ôóíêöèè êëàññà A∞q .
Çàìå÷àíèå 9.21. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå òåîðåìû íå çàâèñèò îò ïîêàçàòåëß
p > 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë
B = (bk)k∈Z+ ßâëßåòñß êîýôôèöèåíòíûì ìóëüòèïëèêàòîðîì êëàññà
Nq (q > 1) â êëàññ Hp (p > 0). ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü óäîâëåòâîðßåò íåðàâåíñòâó (9.43), òî åñòü ßâëßåòñß ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ òåéëîðîâñêèõ êîýôôèöèåíòîâ íåêîòîðîé ôóíêöèè êëàññà A∞q 
ñîãëàñíî ëåììå 9.16, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëß êàæäîé áåñêîíå÷íî
ìàëîé íåâîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ck)k∈Z+ íàéäåòñß òàêîå äåé-
ñòâèòåëüíîå ÷èñëî A, ÷òî
ln |bk| ≤ A− ck q+1
√
k, k ∈ Z+. (9.44)
Ïîñêîëüêó ck → 0 ïðè k → +∞, íå îãðàíè÷èâàß îáùíîñòè, ìîæåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî ck ≤ 1 äëß âñåõ k ∈ Z+. Êðîìå òîãî, â ñèëó íåðàâåíñòâà
max(ck, k
−β) ≥ ck, k ∈ N, β > 0, íåðàâåíñòâî (9.44) äîñòàòî÷íî äîêà-
çàòü äëß ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ck), óäîâëåòâîðßþùèõ óñëîâèþ ck ≥ k−β ,
k ∈ N. Èòàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òî (ck)  íåâîçðàñòàþùàß áåñêîíå÷íî ìàëàß
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðßþùàß óñëîâèþ
1
kβ
≤ ck ≤ 1, k ∈ N, (9.45)
â êîòîðîì ôèêñèðîâàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî β áóäåò âûáðàíî ïîçæå.
Äëß êàæäîãî l ∈ N ïîëîæèì βl = c2l /lq
q−1
q+1 , rl = 1 − cq/(q−1)l /lq/(q+1)
è îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîëîìîðôíûõ â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíê-
öèé (fl)l∈N, êàê â ëåììå 9.14. Èç óñëîâèß (9.45) ñëåäóåò, ÷òî βl ≥ 0 è
0 ≤ rl < 1. Êðîìå òîãî, βql (1 − rl)1−q = cql → 0 ïðè l → +∞, òàê ÷òî ïî
ëåììå 9.14 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fl) îãðàíè÷åíà â ïðîñòðàíñòâå Nq.
Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.3 è íåðàâåíñòâó
M(f, r) ≤
(
1 + r
1− r
)1/p
|f |1/αpHp , 0 ≤ r < 1, αp = min(p, 1),
ïðîñòðàíñòâà Nq è Hp óäîâëåòâîðßþò âñåì óñëîâèßì ëåììû 9.7.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìóëüòèïëèêàòîð B, ðàññìàòðèâàåìûé êàê îïåðàòîð èç
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ïðîñòðàíñòâà Nq â ïðîñòðàíñòâî Hp, ëèíååí è çàìêíóò. Â ñèëó ëåìì 9.9
è 9.11, îïåðàòîð B ïåðåâîäèò îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà â îãðàíè÷åííûå.
Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Bfl) îãðàíè÷åíà â ïðîñòðàíñòâå Hp
è
|Bfl|Hp ≤ D < +∞
ñ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîßííîé D, íå çàâèñßùåé îò íîìåðà l ∈ N.
Äëß äàëüíåéøåãî èçëîæåíèß äîêàçàòåëüñòâà óäîáíî ÷åðåç ñèìâîë ak(w)
îáîçíà÷èòü k-ûé òåéëîðîâñêèé êîýôôèöèåíò ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè w,
ãîëîìîðôíîé â U . Òîãäà â ñèëó îöåíêè Ã.À.Ôðèäìàíà (îöåíêà (1.11) èç
òåîðåìû 1.7) èìååì
ln
∣∣ak(Bfl)∣∣ ≤ lnD
αp
+
(
1
αp
− 1
)
ln(k + 1), k ∈ Z+, l ∈ N. (9.46)
Äëß òîãî ÷òîáû îöåíèòü ln
∣∣ak(Bfl)∣∣ ñíèçó, çàìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëå-
íèß êîýôôèöèåíòíîãî ìóëüòèïëèêàòîðà (îïðåäåëåíèå 9.6) âûòåêàåò, ÷òî
ak(Bfl) = bkak(fl), à ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèé fl ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøå-
íèå ak(fl) = rkl ak(gβl), ãäå ôóíêöèè gβl îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (9.15).
Ïðèìåíßß ê êîýôôèöèåíòàì Òåéëîðà ôóíêöèé gβl îöåíêó (9.17) èç òåî-
ðåìû 9.3, ïîëó÷àåì
ln
∣∣ak(Bfl)∣∣ = ln |bk|+ k ln rl + ln∣∣ak(gβl)∣∣ ≥
≥ ln |bk|+ k ln rl + 2
√
βlk − 3 ln(k + 1)− 4−
− βl
2
− | lnβl|, k ∈ Z+, l ∈ N. (9.47)
Îáúåäèíßß íåðàâåíñòâà (9.46) è (9.47) è ïîëàãàß â íèõ k = l, ïîñëå
íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñ ó÷åòîì óñëîâèß (9.45), íàõîäèì
ln |bk| ≤ −2ck q+1
√
k − k ln rk +O(ln k) ïðè k → +∞.
Äàëåå, îöåíèâàß ñëàãàåìîå −k ln rk ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà
ln(1 + x) ≥ x/(1 + x), èìååì
− k ln rk = −k ln(1− (1− rk)) ≤ k(1− rk)/rk = cq/(q−1)k q+1
√
k =
= o(ck
q+1
√
k) ïðè k → +∞.
Âûáèðàß ÷èñëî β > 0 â óñëîâèè (9.45) ìåíüøèì, ÷åì ÷èñëî 1/(1 + q),
çàìå÷àåì, ÷òî O(ln k) ñòàíîâèòñß o(ck
q+1
√
k) è
ln |bk| ≤ −2ck q+1
√
k + o(ck
q+1
√
k) ïðè k → +∞.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð k0 ∈ N, ÷òî
ln |bk| ≤ −ck q+1
√
k ïðè âñåõ k ∈ N, k ≥ k0. (9.48)
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Ïîëàãàß A = max{0, ln |bk| + ck q+1
√
k | k = 0, 1, . . . , k0 − 1}, ïðèõîäèì ê
èñêîìîìó íåðàâåíñòâó (9.44).
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü B = (bk)k∈Z+ åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýô-
ôèöèåíòîâ Òåéëîðà íåêîòîðîé ôóíêöèè êëàññà A∞q (q > 1). Ñîãëàñíî
îöåíêå (9.25) èç òåîðåìû 9.4, äëß êàæäîé ôóíêöèè f ∈ Nq ñ ðàçëîæåíèåì
(9.29) ôóíêöèß h ñ ðàçëîæåíèåì (9.30) ïðèíàäëåæèò êëàññó A∞q . Ïî îïðå-
äåëåíèþ êîýôôèöèåíòíîãî ìóëüòèïëèêàòîðà (îïðåäåëåíèå 9.6), ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü B ßâëßåòñß êîýôôèöèåíòíûì ìóëüòèïëèêàòîðîì êëàññà Nq
â êëàññ A∞q , à ñëåäîâàòåëüíî, è â ëþáîé èç êëàññîâ H
p (p > 0).
Çàìå÷àíèå 9.22. Èç äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè âèäíî, ÷òî êîýôôèöè-
åíòíûå ìóëüòèïëèêàòîðû êëàññîâ Nq (q > 1) â êëàññû Hp (p > 0) äåé-
ñòâóþò íà ñàìîì äåëå â áîëåå óçêèé êëàññ A∞q .
Çàìå÷àíèå 9.23. Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè óñëîâèß òåîðåìû íåòðóä-
íî ïðèñïîñîáèòü äëß äîêàçàòåëüñòâà áîëåå ñèëüíîãî óòâåðæäåíèß î êî-
ýôôèöèåíòíûõ ìóëüòèïëèêàòîðàõ èç êëàññîâ Nq (q > 1) â êëàññû Nq
′
ñ áîëüøèìè ïîêàçàòåëßìè q′ > q. Èçìåíåíèß â äîêàçàòåëüñòâå ñîñòîßò â
çàìåíå â ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèßõ îöåíêè (1.11) èç òåîðåìû 1.7 íà îöåí-
êó (9.1) èç òåîðåìû 9.1 (ñ çàìåíîé q íà q′) è â áîëåå àêêóðàòíîì âûáîðå
ïîêàçàòåëß β > 0 â óñëîâèè (9.45).
9.3.3. Òî÷íîñòü îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ Òåéëîðà ôóíêöèé
êëàññîâ Nq (q > 1)
Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì äîêàçàííîé òåîðåìû ñëóæèò óòâåðæäå-
íèå î íåóëó÷øàåìîñòè îöåíêè (9.25) èç òåîðåìû 9.4 äëß êîýôôèöèåíòîâ
Òåéëîðà ôóíêöèé êëàññîâ Nq (q > 1).
Ñëåäñòâèå 9.24 (Ð.Ìåøòðîâè÷ [104]). Ïóñòü q > 1 è (αk)k∈Z+  ïðî-
èçâîëüíàß áåñêîíå÷íî ìàëàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèß f êëàññà Nq, äëß êîòîðîé êîýôôèöèåíòû
Òåéëîðà èìåþò ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:
ak 6= O
(
eαk
q+1√
k
)
ïðè k → +∞. (9.49)
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, òî åñòü ÷òî äëß êàæäîé ôóíêöèè
f èç êëàññà Nq êîýôôèöèåíòû Òåéëîðà ak = ak(f) óäîâëåòâîðßþò îöåíêå
ak = O
(
eαk
q+1√
k
)
ïðè k → +∞. (9.50)
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë bk = e−αk
q+1√
k/(k + 1)2, k ∈ Z+.
Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ, äëß êàæäîé ôóíêöèè f èç êëàññà Nq ñ ðàçëî-
æåíèåì (9.29) ôóíêöèß h ñ ðàçëîæåíèåì (9.30) èìååò àáñîëþòíî ñõîäß-
ùèéñß ðßä Òåéëîðà â çàìêíóòîì åäèíè÷íîì êðóãå U . Ïî îïðåäåëåíèþ 9.6,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B = (bk)k∈Z+ ßâëßåòñß êîýôôèöèåíòíûì ìóëüòèïëè-
êàòîðîì èç êëàññà Nq â êëàññ H∞ îãðàíè÷åííûõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé.
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Ïî òåîðåìå 9.19, êîýôôèöèåíòû ýòîãî ìóëüòèïëèêàòîðà äîëæíû óäîâëå-
òâîðßòü íåðàâåíñòâàì (9.43) ñ íåêîòîðûìè A è c > 0. Íî òîãäà
−αk q+1
√
k − 2 ln(k + 1) ≤ A− c q+1
√
k, k ∈ Z+,
è
−αk − 2 ln(k + 1) +Aq+1√k ≤ −c, k ∈ N,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ áåñêîíå÷íîé ìàëîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (αk).
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèß ñëåä-
ñòâèß.
Çàìå÷àíèå 9.25. Àíàëîã óòâåðæäåíèß ñëåäñòâèß 9.24 ñïðàâåäëèâ è äëß
ôóíêöèé êëàññà N∗. Îí äîêàçàí â ñòàòüå Í.ßíàãèõàðû [143, òåîðåìà 4],
ïðè÷åì äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ßâíîì ïîñòðîåíèè ôóíêöèè ñ òðåáóåìûì
ñâîéñòâîì (ïðàâäà, äîêàçàòåëüñòâî èìååò äîâîëüíî ñëîæíóþ êîíñòðóê-
öèþ).
9.3.4. Òî÷íîñòü îöåíêè ðàâíîìåðíîãî ðîñòà ôóíêöèé êëàññîâ
Nq (q > 1)
Íà îñíîâàíèè ñëåäñòâèß 9.24 ìîæíî óñòàíîâèòü àñèìïòîòè÷åñêóþ òî÷-
íîñòü îöåíêè ðàâíîìåðíîãî ðîñòà ôóíêöèé êëàññîâ Nq (q > 1), äîñòàâëß-
åìîé òåîðåìîé 1.6.
Ñëåäñòâèå 9.26. Ïóñòü q > 1 è α(r)  ïðîèçâîëüíàß ïîëîæèòåëüíàß
ôóíêöèß íà ïðîìåæóòêå [0, 1), áåñêîíå÷íî ìàëàß ïðè r → 1−. Òîãäà ñó-
ùåñòâóåò ôóíêöèß f êëàññà N q, äëß êîòîðîé ìàêñèìóì ìîäóëß îáëàäà-
åò ñâîéñòâîì
M(f, r) 6= O(eα(r)( 1+r1−r )1/q) ïðè r → 1− .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñâîéñòâî
ln+M(f, r) ≤ A+ α(r)
(
1 + r
1− r
)1/q
, 0 ≤ r < 1, (9.51)
ñ íåêîòîðîé ïîñòîßííîé A âûïîëíåíî äëß êàæäîé ôóíêöèè f êëàññà Nq
(âûáîð ïîñòîßííîé A, âîîáùå ãîâîðß, çàâèñèò îò f). Â äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû 9.4 óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ïîëîæèòåëüíîé áåñêîíå÷-
íî ìàëîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (αk), âûáîð êîòîðîé çàâèñèò òîëüêî îò α(r)
è q, ÷òî äëß êàæäîãî êîýôôèöèåíòà Òåéëîðà ôóíêöèè f âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî
ln |ak| ≤ A+ αk q+1
√
k, k ∈ Z+.
Òàêèì îáðàçîì, äëß êàæäîé ôóíêöèè f êëàññà Nq ñïðàâåäëèâà îöåíêà
(9.50). Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ ñëåäñòâèß 9.24, è ïîýòîìó
èñõîäíîå ïðåäïîëîæåíèå íå èìååò ìåñòà.
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Çàìå÷àíèå 9.27. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëß êëàññàN∗ äîêàçàí Í.ßíàãè-
õàðîé â ñòàòüå [143, òåîðåìà 3]. Ïðèìåð ôóíêöèè ñ òðåáóåìûì ñâîéñòâîì
ïðèâåäåí ó íåãî ñ ïîìîùüþ ßâíîãî ïîñòðîåíèß.
9.4. Ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íà Nq (q > 1)
Öåëü äàííîãî ïàðàãðàôà ñîñòîèò â îïèñàíèè ìíîæåñòâà íåïðåðûâíûõ
ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà ïðîñòðàíñòâàõ Nq (q > 1). Ïðåäëîæåíî äâà
ïðåäñòàâëåíèß òàêèõ ôóíêöèîíàëîâ, äîêàçàòåëüñòâà êîòîðûõ îñíîâàíû
íà ïîëó÷åííîé â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ïîëíîé õàðàêòåðèçàöèè êîýô-
ôèöèåíòíûõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ êëàññîâ Nq â êëàññû Hp. Êàê ñëåäñòâèß
îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ, óñòàíîâëåíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòíûõ
ìóëüòèïëèêàòîðîâ êëàññîâ Nq, äîïîëíßþùèå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 9.3.
9.4.1. Ïðåäñòàâëåíèß íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ
íà ïðîñòðàíñòâàõ Hp è N∗
Ïîíßòèå íåïðåðûâíîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà èãðàåò áîëüøóþ ðîëü
â òåîðèè ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèî-
íàë Φ íà ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå E ñî çíà÷åíèßìè â ïîëå
ñêàëßðîâ K íàçûâàåòñß íåïðåðûâíûì è ëèíåéíûì, åñëè îí íåïðåðûâåí
îòíîñèòåëüíî òîïîëîãè÷åñêèõ ñòðóêòóð è ëèíååí îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ
ñòðóêòóð E è K. Ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíà-
ëîâ íà E íàçûâàåòñß ïðîñòðàíñòâîì, òîïîëîãè÷åñêè ñîïðßæåííûì ê E, è
îáîçíà÷àåòñß E′.
Âîïðîñ îá îïèñàíèè íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà ïðî-
ñòðàíñòâàõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé èçó÷àåòñß ñðàâíèòåëüíî äàâíî. Ïåðâîé
áûëà íàéäåíà ñòðóêòóðà íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ äëß ïðî-
ñòðàíñòâ Õàðäè Hp ñ ïîêàçàòåëßìè p ≥ 1. Ñ ñîâðåìåííûõ ïîçèöèé ñõåìà
èññëåäîâàíèß èìååò òàêîé âèä. Ïðîñòðàíñòâà Hp ïîñðåäñòâîì ðàäèàëü-
íûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé (1.2) îòîæäåñòâëßþòñß ñ íåêîòîðûìè çàìêíó-
òûìè ëèíåéíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè ïðîñòðàíñòâ Ëåáåãà Lp ôóíêöèé,
èíòåãðèðóåìûõ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè T . Òàê êàê ïðîñòðàíñòâà, òî-
ïîëîãè÷åñêè ñîïðßæåííûå ê Lp (p ≥ 1), õîðîøî èçâåñòíû, òî ïðîñòðàí-
ñòâà, òîïîëîãè÷åñêè ñîïðßæåííûå ê Hp (p ≥ 1), ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè
B-ïðîñòðàíñòâ, îïèñûâàþòñß êàê íåêîòîðûå ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà ïðî-
ñòðàíñòâ (Lp)′ (ñì. [70, òåîðåìà 7.3]). Îäíàêî ïåðâîíà÷àëüíî ïðåäñòàâ-
ëåíèß íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà ïðîñòðàíñòâàõ Hp áû-
ëè ïîëó÷åíû èñõîäß èç äðóãèõ îáùèõ ðàññìîòðåíèé B-ïðîñòðàíñòâ ãîëî-
ìîðôíûõ ôóíêöèé.
Òåîðåìà 9.28 (À. Å.Òåéëîð [136]). Ïóñòü 1 < p < +∞. Òîãäà êàæäûé
íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë Φ íà ïðîñòðàíñòâå Hp ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí, è åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì, â âèäå
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Φ(f) =
pi∫
−pi
f∗(eiθ)g∗(e−iθ)
dθ
2pi
, f ∈ Hp, (9.52)
â êîòîðîì f∗ îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ ðàäèàëüíûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé äëß
f ∈ Hp, à g∗  ôóíêöèþ ðàäèàëüíûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé íåêîòîðîé
ôóíêöèè g ∈ Hq, q−1 + p−1 = 1. Â ñëó÷àå p = 1 êàæäûé íåïðåðûâíûé ëè-
íåéíûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå H1 ïðåäñòàâëßåòñß â âèäå (9.52) ñ
ïîìîùüþ íåêîòîðîé ôóíêöèè g∗, ïðèíàäëåæàùåé ïðîñòðàíñòâó L∞, íî
íå îáßçàòåëüíî ßâëßþùåéñß ôóíêöèåé ðàäèàëüíûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé
íåêîòîðîé ôóíêöèè êëàññà H∞.
Â ñëó÷àå 0 < p < 1 ïðîñòðàíñòâà Hp è Lp íå ßâëßþòñß ïðîñòðàíñòâàìè
òèïà (B) (îíè òîëüêî ïðîñòðàíñòâà òèïà (F )), ïîýòîìó óêàçàííàß âûøå
îáùàß ñõåìà äëß íèõ íåïðèåìëåìà. Áîëåå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âñå
íåïðåðûâíûå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íà ïðîñòðàíñòâàõ Lp ïðè 0 < p < 1
ñâîäßòñß ê îäíîìó ëèøü íóëåâîìó (ñì. [65]). Åñòåñòâåííî áûëî áû îæè-
äàòü, ÷òî è äëß ïðîñòðàíñòâ Hp ïðè 0 < p < 1 ïðîñòðàíñòâà (Hp)′ òðèâè-
àëüíû (òî åñòü ñîñòîßò èç îäíîãî ëèøü íóëåâîãî ôóíêöèîíàëà). Îäíàêî,
êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàß íèæå òåîðåìà, ýòî íå òàê. Ôîðìóëèðîâêó
òåîðåìû óäîáíî ïðîâåñòè â òåðìèíàõ ïðîñòðàíñòâ ÃåëüäåðàËèïøèöà è
Çèãìóíäà ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â êðóãå U .
Îïðåäåëåíèå 9.29. Ïóñòü 0 < α ≤ 1 è A îáîçíà÷àåò êëàññ ôóíêöèé,
ãîëîìîðôíûõ âíóòðè è íåïðåðûâíûõ íà çàìûêàíèè åäèíè÷íîãî êðóãà U .
Ôóíêöèß f ∈ A ïðèíàäëåæèò êëàññó ÃåëüäåðàËèïøèöà Λα, åñëè íà
ãðàíèöå êðóãà U îíà óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ ÃåëüäåðàËèïøèöà ñòåïåíè
α, òî åñòü |f(eiθ+ih) − f(eiθ)| ≤ Chα ñ íåêîòîðîé êîíå÷íîé ïîñòîßííîé
C ≥ 0 äëß âñåõ −pi ≤ θ ≤ pi è 0 ≤ h ≤ pi. Ôóíêöèß f ∈ A ïðèíàäëåæèò
êëàññó Çèãìóíäà Λ∗, åñëè íà ãðàíèöå êðóãà U îíà óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ
Çèãìóíäà, òî åñòü |f(eiθ+ih) − 2f(eiθ) + f(eiθ−ih)| ≤ Ch ñ íåêîòîðîé
êîíå÷íîé ïîñòîßííîé C ≥ 0 äëß âñåõ −pi ≤ θ ≤ pi è 0 ≤ h ≤ pi.
Òåîðåìà 9.30 (Ï.Ë.Äþðåí, Á.Â. Ðîìáåðã, À.Ë.Øèëäñ [68]).
Ïóñòü 0 < p < 1. Òîãäà êàæäûé îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë
Φ íà ïðîñòðàíñòâå Hp ïðåäñòàâëßåòñß, è åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì, â
âèäå
Φ(f) = lim
r→1−
pi∫
−pi
f(reiθ)g(e−iθ)
dθ
2pi
, f ∈ Hp (9.53)
ñ íåêîòîðîé ôóíêöèåé g ∈ A. Åñëè (n + 1)−1 < p < n−1 äëß íåêîòîðîãî
÷èñëà n ∈ N, òî (n − 1)-ß ïðîèçâîäíàß ôóíêöèè g ïðèíàäëåæèò êëàññó
Λα, α = 1/p − n, è, îáðàòíî, åñëè (n − 1)-ß ïðîèçâîäíàß ôóíêöèè g îá-
ëàäàåò òàêèì ñâîéñòâîì, òî ïðåäåë â ïðàâîé ÷àñòè (9.53) ñóùåñòâóåò
äëß êàæäîé ôóíêöèè f ∈ Hp è îïðåäåëßåò ïî ôîðìóëå (9.53) îãðàíè÷åí-
íûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå Hp. Åñëè p = (n+ 1)−1 äëß
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íåêîòîðîãî n ∈ N, òî (n − 1)-ß ïðîèçâîäíàß ôóíêöèè g ïðèíàäëåæèò
êëàññó Λ∗, è, îáðàòíî, åñëè (n − 1)-ïðîèçâîäíàß ôóíêöèè g èìååò òà-
êîå ñâîéñòâî, òî äëß êàæäîé ôóíêöèè f ∈ Hp ïðåäåë â ïðàâîé ÷àñòè
(9.53) ñóùåñòâóåò è îïðåäåëßåò, ñîãëàñíî ôîðìóëå (9.53), îãðàíè÷åííûé
ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå Hp.
Â ñâßçè ñ ôîðìóëèðîâêîé ïîñëåäíåé òåîðåìû íàïîìíèì, ÷òî íåïðåðûâ-
íîñòü ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà íàä êâàçèíîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì
ðàâíîñèëüíà åãî îãðàíè÷åííîñòè; â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ Hp ýòî íåòðóäíî
ïðîâåðèòü è íåïîñðåäñòâåííî, èñïîëüçóß àáñîëþòíóþ îäíîðîäíîñòü ñòå-
ïåíè αp = min(1, p) êâàçèíîðìû | · |Hp ; ñì. òàêæå ëåììó 9.9.
Ïîçäíåå áûë íàéäåí îáùèé âèä íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ
íàä ïðîñòðàíñòâîì Ñìèðíîâà N∗.
Òåîðåìà 9.31 (Í.ßíàãèõàðà [141]). Äëß êàæäîãî íåïðåðûâíîãî ëè-
íåéíîãî ôóíêöèîíàëà Φ íàä ïðîñòðàíñòâîì N∗ ñóùåñòâóåò è åäèí-
ñòâåííàß ôóíêöèß g ∈ A ñ ðàçëîæåíèåì (9.42), òàêàß ÷òî
Φ(f) = lim
r→1−
pi∫
−pi
f(reiθ)g(e−iθ)
dθ
2pi
=
∑
k∈Z+
akbk (9.54)
äëß âñåõ f ∈ N∗ ñ ðàçëîæåíèåì (9.29) è ðßä â ïðàâîé ÷àñòè (9.54)
ñõîäèòñß àáñîëþòíî. Áîëåå òîãî, òåéëîðîâñêèå êîýôôèöèåíòû (bk)k∈Z+
ôóíêöèè g óäîâëåòâîðßþò îöåíêå
bk = O(e
−c√k) ïðè k → +∞ (9.55)
ñ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîßííîé c.
Îáðàòíî, åñëè äëß êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèß (9.42) ãîëîìîðôíîé
ôóíêöèè g â ðßä Òåéëîðà ñïðàâåäëèâà îöåíêà (9.55), òî ôóíêöèß g ïðè-
íàäëåæèò êëàññó A, ïðåäåë è ñóììà ðßäà â ïðàâîé ÷àñòè (9.54) ñóùå-
ñòâóþò è ðàâíû äëß êàæäîé ôóíêöèè f ∈ N∗ ñ ðàçëîæåíèåì (9.29) è
ôîðìóëà (9.54) îïðåäåëßåò íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íàä N∗.
9.4.2. Äèñêðåòíîå ïðåäñòàâëåíèå íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ
ôóíêöèîíàëîâ íàä ïðîñòðàíñòâàìè Nq (q > 1)
Â ýòîì ïóíêòå ñôîðìóëèðîâàí è äîêàçàí öåíòðàëüíûé ðåçóëüòàò ïà-
ðàãðàôà  òåîðåìà îá îáùåì âèäå íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ
íàä ïðîñòðàíñòâàìè Ïðèâàëîâà Nq (q > 1).
Ïðîáëåìà îïèñàíèß íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íàä ïðî-
ñòðàíñòâàìè Nq (q > 1) èçâåñòíà ñðàâíèòåëüíî äàâíî (ñ 1977 ãîäà). Î÷åíü
áëèçêî ê åå ïîëíîìó ðàçðåøåíèþ ïîäîøåë Ì.Ñòîëë â ñâîåé ñòàòüå [132].
Îñíîâíûì ïðåäìåòîì åãî èññëåäîâàíèß áûëè êëàññû Fβ (β > 0), êîòîðûå
ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Îïðåäåëåíèå 9.32. Ïóñòü β > 0. Ôóíêöèß f ïðèíàäëåæèò êëàññó Fβ,
åñëè îíà ãîëîìîðôíà â åäèíè÷íîì êðóãå U è
lim
r→1−
(1− r)β ln+M(f, r) = 0.
Ì.Ñòîëë ïîêàçàë, ÷òî ïðè êàæäîì β > 0 ñèñòåìà íîðì
‖f‖c =
1∫
0
M(f, r) e−c(1−r)
−β
dr, c > 0
ïðåâðàùàåò êëàññ Fβ â ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå (â ñìûñëå Í.Áóðáàêè, ñì.
[58, ãë. 2, 6.2]), è äàë ïîëíîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà íåïðåðûâíûõ ëèíåé-
íûõ ôóíêöèîíàëîâ íàä ýòèìè ïðîñòðàíñòâàìè (ñì. [132, òåîðåìà 3.3], à
òàêæå [145] è [146]). Êëàññû Ïðèâàëîâà Nq ïðè êàæäîì q > 1 ñîñòàâ-
ëßþò ïëîòíûå ñîáñòâåííûå ïîäêëàññû êëàññîâ F1/q, è ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî òîïîëîãèß ïðîñòðàíñòâà Nq, çàäàâàåìàß åñòåñòâåííîé ìåòðèêîé ρNq ,
íå ñëàáåå òîïîëîãèè, èíäóöèðîâàííîé â Nq òîïîëîãèåé ïðîñòðàíñòâà F1/q
(ñì. [132, ñëåäñòâèå 4.4]). Èç ýòîãî ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî êàæäûé íåïðå-
ðûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íàä ïðîñòðàíñòâîì F1/q (q > 1) ñóæà-
åòñß äî íåïðåðûâíîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà íàä ïðîñòðàíñòâîì Nq.
Îñòàâàëîñü òîëüêî íåßñíûì, âñßêèé ëè íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöè-
îíàë íàä ïðîñòðàíñòâîì Nq (q > 1) ßâëßåòñß ñóæåíèåì íåêîòîðîãî íåïðå-
ðûâíîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà íàä ïðîñòðàíñòâîì F1/q. Ïîñêîëüêó
íåïðåðûâíûå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íàä ïðîñòðàíñòâàìè Fβ (β > 0)
áûëè ïîëíîñòüþ îïèñàíû, ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîçâîëèë
áû ñðàçó ïîëó÷èòü ïîëíîå îïèñàíèå íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèî-
íàëîâ íàä Nq (q > 1). Òî, ÷òî îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ äåéñòâè-
òåëüíî ïîëîæèòåëåí, ïî ñóòè óòâåðæäàåòñß ïðèâîäèìîé íèæå òåîðåìîé.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû èñïîëüçóåò òåõíèêó, ðàçâèòóþ â ñòàòüßõ
[68] äëß ñëó÷àß ïðîñòðàíñòâ Hp, 0 < p < 1, è [141] äëß ñëó÷àß ïðîñòðàí-
ñòâà N∗, ñóòü êîòîðîé êîðîòêî ìîæíî âûðàçèòü òàê: âîïðîñ î íàõîæäå-
íèè îáùåãî âèäà íåïðåðûâíîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà íà ïðîñòðàíñòâå
Nq (q > 1) ñâîäèòñß ê îòûñêàíèþ âèäà ïðîèçâîëüíîãî êîýôôèöèåíòíîãî
ìóëüòèïëèêàòîðà èç Nq â êëàññ H∞.
Òåîðåìà 9.33. Ïóñòü 1 < q < +∞. Ëþáîé íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíê-
öèîíàë Φ íàä ïðîñòðàíñòâîì Nq îïðåäåëßåòñß ôîðìóëîé
Φ(f) =
∑
k∈Z+
akbk, (9.56)
â êîòîðîé ÷èñëà (bk)k∈Z+ ßâëßþòñß êîýôôèöèåíòàìè Òåéëîðà íåêîòî-
ðîé ôóíêöèè êëàññà A∞q , à ÷èñëà (ak)k∈Z+ ßâëßþòñß êîýôôèöèåíòàìè
Òåéëîðà ôóíêöèè f ∈ Nq. Ïðè ýòîì ðßä â ïðàâîé ÷àñòè (9.56) ñõîäèòñß
àáñîëþòíî è áûñòðåå ëþáîãî ñòåïåííîãî ðßäà âèäà
∑
(k + 1)−p, p > 1.
160 9. Ìóëüòèïëèêàòîðû è ôóíêöèîíàëû ïðîñòðàíñòâ Ïðèâàëîâà â êðóãå
Îáðàòíî, êàæäàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (bk)k∈Z+ òåéëîðîâñêèõ êîýô-
ôèöèåíòîâ íåêîòîðîé ôóíêöèè êëàññà A∞q îïðåäåëßåò ôîðìóëîé (9.56)
íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íàä Nq.
Êðîìå òîãî, åñëè êîìïëåêñíàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B = (bk)k∈Z+ òà-
êîâà, ÷òî ðßä â ïðàâîé ÷àñòè (9.56) ñõîäèòñß äëß êàæäîé ôóíêöèè
f ∈ Nq ñ ðàçëîæåíèåì (9.29), òî ôóíêöèîíàë Φ, îïðåäåëåííûé ïî ôîð-
ìóëå (9.56), íåïðåðûâåí è ëèíååí íà ïðîñòðàíñòâå Nq.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Φ ïðîèçâîëüíûé íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíê-
öèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå Nq (q > 1). Êàæäîé ôóíêöèè f ∈ N q îòíåñåì
ôóíêöèþ
h(ζ) = Φ(fζ), ζ ∈ U,
ãäå
fζ(z) = f(ζz), z ∈ U. (9.57)
Ðßä Òåéëîðà ôóíêöèè fζ ñõîäèòñß àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà çàìêíóòîì
åäèíè÷íîì êðóãå U , à ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäèòñß ïî ìåòðèêå ρNq , òàê ÷òî â
ñèëó íåïðåðûâíîñòè è ëèíåéíîñòè ôóíêöèîíàëà Φ èìååì
h(ζ) = Φ(fζ) = lim
K→+∞
Φ
( K∑
k=0
akζ
kzk
)
=
∑
k∈Z+
bkakζ
k, ζ ∈ U, (9.58)
ãäå (ak)k∈Z+  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òåéëîðîâñêèõ êîýôôèöèåíòîâ ôóíê-
öèè f , bk = Φ(zk), k ∈ Z+, è ðßä â ïðàâîé ÷àñòè (9.58)  ñõîäßùèéñß.
Ïîýòîìó ôóíêöèß h ãîëîìîðôíà â êðóãå U . Êðîìå òîãî, ïî ëåììå 9.9 è
ñëåäñòâèþ 3.10, ôóíêöèß h îãðàíè÷åíà â åäèíè÷íîì êðóãå U .
Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî äëß êàæäîé ôóíêöèè f ∈ Nq ñ ðàçëîæåíèåì (9.29)
ôóíêöèß h ñ ðàçëîæåíèåì (9.30) ïðèíàäëåæèò êëàññó H∞ îãðàíè÷åííûõ
ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â êðóãå U . Ïî îïðåäåëåíèþ 9.6, ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü B = (bk)k∈Z+ ßâëßåòñß êîýôôèöèåíòíûì ìóëüòèïëèêàòîðîì êëàññà
Nq â êëàññ H∞. Ñîãëàñíî òåîðåìå 9.20, êîýôôèöèåíòû (bk)k∈Z+ äîëæíû
óäîâëåòâîðßòü íåðàâåíñòâó (9.43), òî åñòü áóäóò êîýôôèöèåíòàìè Òåéëîðà
íåêîòîðîé ôóíêöèè êëàññà A∞q . Îöåíêà (9.25) èç òåîðåìû 9.4 òîãäà ïî-
êàçûâàåò, ÷òî ðßä â ïðàâîé ÷àñòè (9.56) ñõîäèòñß, è áûñòðåå ëþáîãî ñòå-
ïåííîãî ðßäà âèäà
∑
(k + 1)−p, p > 1. Íà îñíîâàíèè òåîðåìû Àáåëß î
ñòåïåííûõ ðßäàõ çàêëþ÷àåì, ÷òî∑
k∈Z+
bkak = lim
r→1−
∑
k∈Z+
bkakr
k. (9.59)
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.9, ôóíêöèè fr, 0 ≤ r < 1, îïðå-
äåëåííûå ôîðìóëîé (9.57), ñõîäßòñß ê f ∈ N q ïðè r → 1− ïî ìåòðèêå
ïðîñòðàíñòâà N q, è èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèîíàëà Φ íàõîäèì
lim
r→1−
∑
k∈Z+
bkakr
k = lim
r→1−
Φ(fr) = Φ(f), f ∈ Nq (9.60)
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(ñì. òàêæå ôîðìóëó (9.58)). Îáúåäèíßß ðàâåíñòâà (9.59) è (9.60), ïðèõî-
äèì ê èñêîìîìó ïðåäñòàâëåíèþ (9.56).
Îáðàòíî, ïóñòü B = (bk)k∈Z+  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òåéëîðîâñêèõ
êîýôôèöèåíòîâ íåêîòîðîé ôóíêöèè êëàññà A∞q . Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ
êëàññà A∞q (îïðåäåëåíèå 9.19) è îöåíêå (9.25) èç òåîðåìû 9.4, ðßä â ïðà-
âîé ÷àñòè (9.56) ñõîäèòñß äëß êàæäîé ôóíêöèè f ∈ Nq ñ ðàçëîæåíèåì
(9.29), à çíà÷èò, ôóíêöèîíàë (9.56) êîððåêòíî îïðåäåëåí.
Ëèíåéíîñòü ôóíêöèîíàëà Φ î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç ëèíåéíî-
ñòè êàæäîãî òåéëîðîâñêîãî êîýôôèöèåíòà êàê ôóíêöèîíàëà íà ïðîñòðàí-
ñòâå âñåõ ãîëîìîðôíûõ â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíêöèé. ×òîáû äîêàçàòü
íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèîíàëà Φ, îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöè-
îíàëîâ (ΦK)K∈Z+ ïîñðåäñòâîì âûðàæåíèé
ΦK(f) =
K∑
k=0
bkak, K ∈ Z+, (9.61)
â êîòîðûõ ôóíêöèß f ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Nq è èìååò ðàçëîæåíèå
(9.29). Ëèíåéíîñòü è íåïðåðûâíîñòü êàæäîãî ôóíêöèîíàëà ΦK ñëåäóåò èç
ëèíåéíîñòè è íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèîíàëîâ, ïîðîæäàåìûõ êîýôôèöèåí-
òàìè Òåéëîðà, íàä ïðîñòðàíñòâîì âñåõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â åäèíè÷-
íîì êðóãå U ñ òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ (ñì.
íåðàâåíñòâà Êîøè (9.2)) è òîãî ñâîéñòâà, ÷òî òîïîëîãèß ñõîäèìîñòè ïî
ìåòðèêå ρNq íå ñëàáåå òîïîëîãèè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ
âíóòðè U (ñëåäñòâèå 3.3). Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ΦK)K∈Z+
ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöè-
îíàëîâ íà ïðîñòðàíñòâå Nq. Ïî äîêàçàííîìó âûøå, ïðåäåë çíà÷åíèé ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò äëß êàæäîé ôóíêöèè èç Nq, è ïîýòîìó
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèîíàëîâ (ΦK) ïîòî÷å÷íî îãðàíè÷åíà. Ñîãëàñíî
îáùåìó ïðèíöèïó ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè äëß F -ïðîñòðàíñòâ (ñì.
[66, ãë. II, 1, òåîðåìà 11]), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèîíàëîâ (ΦK) ðàâ-
íîñòåïåííî íåïðåðûâíà, à çíà÷èò, íåïðåðûâåí è èõ ïîòî÷å÷íûé ïðåäåë 
ôóíêöèîíàë Φ.
Íåïîñðåäñòâåííî âèäíî, ÷òî ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè è íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèîíàëà (9.56) â ïðåäûäóùåì äîêàçàòåëüñòâå áûëè âûâåäåíû èç îä-
íîãî ëèøü ïðåäïîëîæåíèß, ÷òî ðßä (9.56) â îïðåäåëåíèè ýòîãî ôóíê-
öèîíàëà ñõîäèòñß äëß êàæäîé ôóíêöèè f ∈ Nq ñ ðàçëîæåíèåì (9.29).
Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî è ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåìîé òåî-
ðåìû.
Çàìå÷àíèå 9.34. Òåîðåìó ìîæíî äîêàçàòü è ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêèìè ìå-
òîäàìè. Èìåííî òàêèì ïóòåì áûëè âïåðâûå îïèñàíû ëèíåéíûå íåïðå-
ðûâíûå ôóíêöèîíàëû íà ïðîñòðàíñòâàõ Ïðèâàëîâà. Óêàæåì ñõåìó ýòîãî
äîêàçàòåëüñòâà. Ê.Ì.Ýîôô â ñòàòüå [72, òåîðåìà 4.2] äîêàçàë, ÷òî ïðî-
ñòðàíñòâî F1/q ßâëßåòñß îáîëî÷êîé Ôðåøå F -ïðîñòðàíñòâà Nq (q > 1).
Èçâåñòíî, ÷òî ñîâïàäàþò ïðîñòðàíñòâà, òîïîëîãè÷åñêè ñîïðßæåííûå ê
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F -ïðîñòðàíñòâó è åãî îáîëî÷êå Ôðåøå (åñëè ïîñëåäíßß ñóùåñòâóåò).
Îòñþäà, ñîãëàñíî [132, òåîðåìà 3.3], è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû (ñì.
[72, ðàçä. 2] è [103, òåîðåìà C]).
9.4.3. Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ
ôóíêöèîíàëîâ íàä ïðîñòðàíñòâàìè Nq (q > 1)
Côîðìóëèðóåì è äîêàæåì òåîðåìó î ïðåäñòàâëåíèè íåïðåðûâíûõ ëè-
íåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íàä ïðîñòðàíñòâàìè Ïðèâàëîâà â èíòåãðàëüíîé
ôîðìå, áîëåå ïðèâû÷íîé äëß òåîðèè ôóíêöèé.
Òåîðåìà 9.35. Ïóñòü 1 < q < +∞. Äëß ëþáîãî íåïðåðûâíîãî ëèíåéíî-
ãî ôóíêöèîíàëà Φ íà ïðîñòðàíñòâå Nq ñóùåñòâóåò òàêàß ôóíêöèß g
êëàññà A∞q , ÷òî
Φ(f) = lim
r→1−
pi∫
−pi
f(reiθ)g(e−iθ)
dθ
2pi
, f ∈ Nq. (9.62)
Îáðàòíî, åñëè ôóíêöèß g ïðèíàäëåæèò êëàññó A∞q , òî ïðåäåë â ïðà-
âîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (9.62) ñóùåñòâóåò äëß ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Nq è
ôîðìóëà (9.62) îïðåäåëßåò íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà ïðî-
ñòðàíñòâå Nq.
Ôóíêöèß g èç ïðåäñòàâëåíèß (9.62) åäèíñòâåííà â êëàññå A ôóíêöèé,
ãîëîìîðôíûõ âíóòðè è íåïðåðûâíûõ íà çàìûêàíèè åäèíè÷íîãî êðóãà U .
Êðîìå òîãî, åñëè êîìïëåêñíàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B = (bk)k∈Z+ òà-
êîâà, ÷òî ïðåäåë
Φ(f) = lim
r→1−
∑
k∈Z+
akbkr
k (9.63)
ñóùåñòâóåò (è êîíå÷åí) äëß ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ Nq ñ ðàçëîæåíè-
åì (9.29), òî ôîðìóëà (9.63) òàêæå îïðåäåëßåò íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå Nq.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðßìîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëå-
íèß (9.56) â òåîðåìå 9.33. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè Φ  íåïðåðûâíûé ëèíåé-
íûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå N q, òî ñîãëàñíî óïîìßíóòîé òåîðåìå
ôóíêöèîíàë Φ ïðåäñòàâëßåòñß (è åäèíñòâåííûì îáðàçîì) â âèäå (9.56) ïî-
ñðåäñòâîì íåêîòîðîé ôóíêöèè g êëàññà A∞q ñ ðàçëîæåíèåì (9.42), ïðè÷åì
ðßä â ïðàâîé ÷àñòè (9.56) ñõîäèòñß. Ñîãëàñíî âòîðîé òåîðåìå Àáåëß î
ñòåïåííûõ ðßäàõ, ñïðàâåäëèâî òàêæå ïðåäñòàâëåíèå (9.63). Äëß çàâåðøå-
íèß äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî, ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè ðßäîâ
Ôóðüå, äëß êàæäîãî r, 0 ≤ r < 1, è êàæäîé ôóíêöèè f ∈ Nq âûïîëíåíî
òîæäåñòâî ∑
k∈Z+
bkakr
k =
pi∫
−pi
f(reiθ)g(e−iθ)
dθ
2pi
, (9.64)
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îáúåäèíßß êîòîðîå ñ (9.63) ïîëó÷èì (9.62).
Äëß äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî óòâåðæäåíèß òåîðåìû ïðåäïîëîæèì,
÷òî ôóíêöèß g ñ ðàçëîæåíèåì (9.42) ïðèíàäëåæèò êëàññó A∞q . Òîãäà, â
ñèëó îöåíêè (9.25) èç òåîðåìû 9.4, äëß êàæäîé ôóíêöèè f ∈ Nq ñ ðàç-
ëîæåíèåì (9.29) ðßä èç ïðàâîé ÷àñòè (9.56) ñõîäèòñß è ïî òåîðåìå Àáåëß
âûïîëíåíî òîæäåñòâî (9.59). Â ñèëó ðàâåíñòâà (9.64), ïðåäåë ïðàâîé ÷à-
ñòè ïðåäñòàâëåíèß (9.62) ñóùåñòâóåò äëß êàæäîé ôóíêöèè f èç êëàññà
Nq. Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë Φ ïî ôîðìóëå (9.62) è äîêàæåì, ÷òî îí ïðåä-
ñòàâëßåò ñîáîé íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå Nq.
Ëèíåéíîñòü ôóíêöèîíàëà Φ ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèß (9.62). ×òîáû ïî-
êàçàòü åãî íåïðåðûâíîñòü, âîñïîëüçóåìñß ïðåäñòàâëåíèåì Φ â âèäå (9.63).
Èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèß âèäíî, ÷òî êîíòèíóàëüíàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôóíêöèîíàëîâ
Φr(f) =
∑
k∈Z+
akbkr
k =
pi∫
−pi
f(
√
reiθ)g(
√
re−iθ)
dθ
2pi
, 0 ≤ r < 1, (9.65)
èìååò ïðåäåë (pàâíûé Φ(f)) ïðè r → 1− äëß êàæäîé ôèêñèðîâàííîé
ôóíêöèè f ∈ Nq ñ ðàçëîæåíèåì (9.29), òî åñòü ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîòî÷å÷íî îãðàíè÷åíà ïðè r → 1−.
Êðîìå òîãî, ôóíêöèîíàëû Φr ëèíåéíû è íåïðåðûâíû íà ïðîñòðàíñòâå
Nq ïðè êàæäîì 0 ≤ r < 1. Äåéñòâèòåëüíî, ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè ïðî-
âåðßåòñß ïðßìûì ñ÷åòîì, à ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè ñëåäóåò èç îöåíêè
|Φr(f)| ≤ M(f,
√
r)M(g,
√
r) (ñì. ïðåäñòàâëåíèå (9.65)) è çàìå÷àíèß, ÷òî
ñâîéñòâî ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôóíêöèé ïî ìåòðèêå ρNq íå
ñëàáåå ñâîéñòâà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ âíóòðè U (cëåä-
ñòâèå 3.3).
Ïðèìåíßß ê ôóíêöèîíàëàì Φr ïðèíöèï ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííî-
ñòè, ïîëó÷àåì ðàâíîñòåïåííóþ íåïðåðûâíîñòü ýòèõ ôóíêöèîíàëîâ ïðè
r → 1−, îòêóäà ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü èõ ïðåäåëà  ôóíêöèîíàëà Φ.
Åäèíñòâåííîñòü ôóíêöèè g â ïðåäñòàâëåíèè (9.62) ñëåäóåò èç òîæ-
äåñòâ bk = Φ(zk), ñâßçûâàþùèõ êîýôôèöèåíòû Òåéëîðà ôóíêöèè g è
ôóíêöèîíàë Φ äëß êàæäîãî k ∈ Z+. Îòìåòèì, ÷òî êëàññ A áûë âûáðàí â
êà÷åñòâå êëàññà åäèíñòâåííîñòè ëèøü äëß òîãî, ÷òîáû èíòåãðàë â ïðåä-
ñòàâëåíèè (9.62) èìåë ñìûñë.
Äëß äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèß òåîðåìû ñ÷èòàåì, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B = (bk)k∈Z+ îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëß ïðî-
èçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ Nq ñ ðàçëîæåíèåì (9.29) ñóùåñòâóåò ïðåäåë â
ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (9.63). Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèß f(z) = (1 − z)−1,
z ∈ U , ïðèíàäëåæèò êëàññó Nq (íà ñàìîì äåëå îíà ïðèíàäëåæèò âñåì
êëàññàìHp ñ 0 < p < 1, â ÷åì ìîæíî óáåäèòüñß, èñïîëüçóß ëåììó 9.13). Èç
óñëîâèß íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B äëß ôóíêöèè f ñëåäóåò, ÷òî ðßä
∑
bkr
k
ñõîäèòñß äëß êàæäîãî 0 ≤ r < 1. (Áîëåå òîãî, èç ýòîãî óñëîâèß ñëåäóåò, ÷òî
ñóììà ðßäà
∑
bkr
k èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë ïðè r → 1−.) Ñëåäîâàòåëüíî,
ðßä â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (9.42) ñõîäèòñß âñþäó â åäèíè÷íîì êðóãå
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è îïðåäåëßåò òàì ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ g. Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî
ñâîéñòâ íåïðåðûâíîñòè è ëèíåéíîñòè ôóíêöèîíàëà, îïðåäåëßåìîãî ôîð-
ìóëîé (9.63), ïðîâîäèì ïî òîé æå ñõåìå, êàêàß áûëà èñïîëüçîâàíà âûøå
äëß äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâ ëèíåéíîñòè è íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèîíàëà
(9.62). Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
9.4.4. Ïðîñòðàíñòâà, ñîïðßæåííûå ê ïðîñòðàíñòâàì Nq (q > 1)
ïî Êåòå è ïî Àáåëþ
Ïîñëåäíèå óòâåðæäåíèß òåîðåì 9.33 è 9.35 ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü
â íèæåñëåäóþùèõ òåðìèíàõ.
Îïðåäåëåíèå 9.36 (ñð. [32] èëè [135]). Ïóñòü S îáîçíà÷àåò íåêîòî-
ðûé (ïðîèçâîëüíûé) êëàññ êîìïëåêñíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, à ñèìâî-
ëû l1 è E îáîçíà÷àþò ïðîñòðàíñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, îáðàçóþùèõ
ñîîòâåòñòâåííî àáñîëþòíî ñõîäßùèåñß ðßäû è ðßäû, ñóììèðóåìûå ïî
Àáåëþ. Ìíîæåñòâà êîýôôèöèåíòíûõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ CM(S, l1) è
CM(S,E) ïðèíßòî íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâàìè, ñîïðßæåííûìè ê êëàññó
S ñîîòâåòñòâåííî ïî Êåòå è ïî Àáåëþ, è îáîçíà÷àòü SK è SA.
Îòíîñèòåëüíî îáîçíà÷åíèß CM(F,H) ñì. ïóíêò 9.2.1. Èç îïðåäåëåíèß
íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî êëàññû SK è SA  ëèíåéíûå îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèé ïîêîîðäèíàòíîãî ñëîæåíèß ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è èõ óìíîæå-
íèß íà ÷èñëà. Åñëè äîïîëíèòåëüíî êëàññ S ñàì ëèíååí îòíîñèòåëüíî òåõ
æå îïåðàöèé, òî áèëèíåéíûå ôîðìû
(a, b)K =
∑
k∈Z+
akbk, a ∈ S, b ∈ SK
è
(a, b)A = lim
r→1−
∑
k∈Z+
akbkr
k, a ∈ S, b ∈ SA
óñòàíàâëèâàþò îòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè ìåæäó ëèíåéíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì S è ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè SK è SA ñîîòâåòñòâåííî. ×àñòî,
êîãäà S  ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,
SK è SA ñîâïàäàþò ñ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðßæåííûì ê S ïðîñòðàíñòâîì
S′. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò òîïîëîãè÷åñêè ñîïðßæåííûõ ïðîñòðàíñòâ ïðî-
ñòðàíñòâà, ñîïðßæåííûå ê S ïî Êåòå è ïî Àáåëþ, íèêîãäà íå áûâàþò
òðèâèàëüíûìè  îíè îáßçàòåëüíî ñîäåðæàò ñòàíäàðòíûå áàçèñíûå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè δl = (δlk)k∈Z+ , ãäå δlk îáîçíà÷àåò ñèìâîë Êðîíåêêåðà.
Èç îïðåäåëåíèé ñðàçó æå âûòåêàåò âëîæåíèå SK ⊆ SA. Â ñëó÷àå, êîãäà
êëàññ S ßâëßåòñß òåëîì (òî åñòü âûäåðæèâàåò óìíîæåíèå íà ëþáóþ îãðà-
íè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü  èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, l∞ ⊆ CM(S, S)),
ïðîñòðàíñòâà SK è SA ñîâïàäàþò (ñì. [32]); â îáùåì ñëó÷àå îíè ðàç-
ëè÷àþòñß  íàïðèìåð, äëß êëàññà S ïîñòîßííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
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Íàêîíåö, íàïîìíèì, ÷òî êëàññû ãîëîìîðôíûõ â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíê-
öèé ìû îòîæäåñòâëßåì ñ êëàññàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òåéëîðîâñêèõ êî-
ýôôèöèåíòîâ ýòèõ ôóíêöèé â íóëå.
Ñëåäñòâèå 9.37. Ïðîñòðàíñòâà, ñîïðßæåííûå ñ ïðîñòðàíñòâîì
Ïðèâàëîâà Nq (q > 1) ïî Àáåëþ è ïî Êåòå, ñîâïàäàþò è ëèíåéíî èçî-
ìîðôíû òîïîëîãè÷åñêè ñîïðßæåííîìó ïðîñòðàíñòâó (Nq)′. Òî÷íåå,
(Nq)K = (Nq)A ' (Nq)′,
ãäå èçîìîðôèçì "'" óñòàíàâëèâàåòñß ïî ôîðìóëå(
Φ(zk)
)
k∈Z+ ↔ Φ, Φ ∈ (N
q)′. (9.66)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì ñíà÷àëà, ÷òî (Nq)K ' (Nq)′. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë B = (bk)k∈Z+ ßâëßåòñß êîýô-
ôèöèåíòíûì ìóëüòèïëèêàòîðîì êëàññà Nq (q > 1) â êëàññ l1, òî, ñîãëàñíî
ïîñëåäíåìó óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 9.33, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B îïðåäåëß-
åò ïî ôîðìóëå (9.56) íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë Φ íà ïðîñòðàí-
ñòâå Nq, ïðè ýòîì Φ(zk) = bk äëß êàæäîãî k ∈ Z+. Îáðàòíî, åñëè Φ 
íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå Nq, òî, ñîãëàñíî
ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 9.33, îí ïðåäñòàâëßåòñß â âèäå (9.56) è
ðßä â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ïðåäñòàâëåíèß ñõîäèòñß àáñîëþòíî (è áûñòðåå
ëþáîãî ñòåïåííîãî ðßäà). Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû bk èç ýòîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèß ñâßçàíû ñ ôóíêöèîíàëîì Φ ñîîòíîøåíèßìè bk = Φ(zk) äëß êàæäîãî
k ∈ Z+, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäîìó íåïðåðûâíîìó ëèíåéíîìó ôóíêöè-
îíàëó Φ íà ïðîñòðàíñòâå Nq ôîðìóëà (9.66) ñîîòíîñèò êîýôôèöèåíòíûé
ìóëüòèïëèêàòîð Nq â l1. Òåì ñàìûì ïîêàçàíî, ÷òî (Nq)K ' (Nq)′.
Àíàëîãè÷íî èç òåîðåìû 9.35 âûâîäèòñß èçîìîðôíîñòü (Nq)A è (Nq)′.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè B = (bk)k∈Z+ ßâëßåòñß êîýôôèöèåíòíûì ìóëüòè-
ïëèêàòîðîì èç êëàññà Nq â êëàññ E ñóììèðóåìûõ ïî Àáåëþ ðßäîâ, òî,
ñîãëàñíî ïîñëåäíåìó óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 9.35, ôóíêöèîíàë Φ, îïðå-
äåëåííûé ïî ôîðìóëå (9.63), íåïðåðûâåí è ëèíååí íà ïðîñòðàíñòâå Nq.
Òàê êàê êîýôôèöèåíòû bk ñâßçàíû ñ ýòèì ôóíêöèîíàëîì ðàâåíñòâàìè
bk = Φ(z
k), k ∈ Z+, òî ïåðâîå èçîìîðôíîå âëîæåíèå (Nq)A ⊆ (Nq)′ äî-
êàçàíî. Îáðàòíî, åñëè Φ  íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà ïðî-
ñòðàíñòâå Nq, òî, ñîãëàñíî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 9.35, ôóíêöè-
îíàë Φ èìååò ïðåäñòàâëåíèå (9.62). Â ñèëó ðàâåíñòâà (9.64), ñïðàâåäëèâî
òàêæå ïðåäñòàâëåíèå (9.63), è êîýôôèöèåíòû bk èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèß
ñâßçàíû ñ Φ ñîîòíîøåíèßìè bk = Φ(zk) ïðè êàæäîì k ∈ Z+. Ïîýòîìó
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B = (bk)k∈Z+ ßâëßåòñß êîýôôèöèåíòíûì ìóëüòèïëè-
êàòîðîì êëàññà Nq â êëàññ E. Òåì ñàìûì, èçîìîðôèçì (Nq)A ' (Nq)′
äîêàçàí.
Çàìå÷àíèå 9.38. Êëàññû ãîëîìîðôíûõ â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíêöèé, èìå-
þùèå òåéëîðîâñêèå êîýôôèöèåíòû èç l1 è E, ïðåäñòàâëßþò ñîáîé ñîîò-
âåòñòâåííî êëàññ ôóíêöèé ñ àáñîëþòíî ñõîäßùèìñß â çàìûêàíèè êðó-
ãà U ðßäîì Òåéëîðà (ãîëîìîðôíûé àíàëîã àëãåáðû Âèíåðà) è êëàññ
166 9. Ìóëüòèïëèêàòîðû è ôóíêöèîíàëû ïðîñòðàíñòâ Ïðèâàëîâà â êðóãå
ôóíêöèé, èìåþùèõ êîíå÷íûé ðàäèàëüíûé ãðàíè÷íûé ïðåäåë â òî÷êå
ζ = 1 (ïîñëåäíèé êëàññ î÷åíü ñâîåîáðàçåí  îí íå ñâßçàí íèêàêè-
ìè âëîæåíèßìè íè ñ îäíèì èç èçâåñòíûõ êëàññîâ ãîëîìîðôíûõ ôóíê-
öèé, êðîìå êëàññà A ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ â çàìêíóòîì
êðóãå U).
Îáúåäèíßß äîêàçàííûå âûøå ðåçóëüòàòû î êîýôôèöèåíòíûõ ìóëüòè-
ïëèêàòîðàõ êëàññîâ Nq (q > 1), òî åñòü òåîðåìó 9.20, çàìå÷àíèå 9.22 ê
ýòîé òåîðåìå, òåîðåìû 9.33 è 9.35 íàñòîßùåãî ïàðàãðàôà, à òàêæå ñëåä-
ñòâèå 9.37 èç ýòèõ òåîðåì,  ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ñëåäñòâèå 9.39. Ïóñòü p > 0 è 1 < q < +∞. Òîãäà
CM(Nq, A∞q ) = CM(N
q, l1) = CM(Nq, Hp) = CM(Nq, E) ' A∞q , (9.67)
ãäå èçîìîðôèçì ¾'¿ ïîíèìàåòñß â ñìûñëå ñîïîñòàâëåíèß
(bk)k∈Z+ ↔
∑
k∈Z+
bkz
k, z ∈ U,
íî
CM(N q, Nq) 6' A∞q ,
ïîñêîëüêó òîæäåñòâåííî åäèíè÷íàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ìîæåò
áûòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ Òåéëîðà êàêîé áû òî íè áû-
ëî ôóíêöèè êëàññà A∞q .
Çàìå÷àíèå 9.40. Ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèß 9.23 ê ñïèñêó (9.67) ñîâïàäàþùèõ
ìíîæåñòâ êîýôôèöèåíòíûõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ ìîæíî áûëî áû äîáàâèòü
ìíîæåñòâî CM(Nq, Nq
′
) äëß q′ > q, à òàêæå, íàïðèìåð, ìíîæåñòâî
CM(Nq, l∞) (÷òî âûòåêàåò èç ñïîñîáà äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè óñëî-
âèß òåîðåìû 9.20), è ýòîò ñïèñîê ìîæíî ïðîäîëæàòü.
9.5. Ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ïpîñòpàíñòâ
Nq (q > 1)
Ñîãëàñíî òåîpåìå 3.6, ïpîñòpàíñòâà Nq (q > 1) ßâëßþòñß F -ïpîñòpàí-
ñòâàìè îòíîñèòåëüíî ìåòpèêè ρNq è, ñëåäîâàòåëüíî, ßâëßþòñß ëèíåéíî-
òîïîëîãè÷åñêèìè ïpîñòpàíñòâàìè â åñòåñòâåííîé òîïîëîãèè. Â íàñòîß-
ùåì ïàpàãpàôå èçó÷àþòñß ñâîéñòâà êëàññîâ Nq (q > 1) êàê ëèíåéíî-
òîïîëîãè÷åñêèõ ïpîñòpàíñòâ. Â îáùèõ ÷åpòàõ ýòè ñâîéñòâà ìîæíî îõàpàê-
òåpèçîâàòü òàê: ïpîñòpàíñòâà Nq (q > 1) ïpåäñòàâëßþò ñîáîé òèïè÷-
íûå îápàçöû ïpîñòpàíñòâ òèïà (F )  íè ëîêàëüíî-îãpàíè÷åííûìè, íè
ëîêàëüíî-âûïóêëûìè îíè íå ßâëßþòñß (è, â ÷àñòíîñòè, îíè íå íîpìèpóå-
ìû). Êpîìå òîãî, â ýòèõ ïpîñòpàíñòâàõ íå âûïîëíßåòñß òåîpåìà
ÕàíàÁàíàõà î ïpîäîëæåíèè ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ ñ ëèíåéíûõ ïîä-
ïpîñòpàíñòâ  ñóùåñòâóåò ïpèìåp ñîáñòâåííîãî ëèíåéíîãî çàìêíóòîãî
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ïîäïpîñòpàíñòâà, àííóëèpóþùåãîñß òîëüêî òîæäåñòâåííî íóëåâûì
íåïpåpûâíûì ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì. Ñîãëàñíî îäíîìó påçóëüòàòó
Äæ.Õ.Øàïèpî (ñì. [122]), îòñþäà ñëåäóåò íåâîçìîæíîñòü ïîñòpîåíèß áà-
çèñà Øàóäåpà â ïpîñòpàíñòâàõ Nq (q > 1), õîòß îíè è ßâëßþòñß ñåïàpà-
áåëüíûìè F -ïpîñòpàíñòâàìè (ñì. ñëåäñòâèå 2.10). Êàê ïpèìåp ïîëîæè-
òåëüíîãî ñâîéñòâà îòìåòèì, ÷òî ïpîñòpàíñòâà Nq (q > 1) îáëàäàþò äî-
ñòàòî÷íî áîãàòûì çàïàñîì ëèíåéíûõ íåïpåpûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ, ÷òîáû
pàçäåëßòü ñâîè òî÷êè (ñì. òåîpåìû 9.33 è 9.35).
9.5.1. Ëîêàëüíàß íåîãpàíè÷åííîñòü ïpîñòpàíñòâ Nq (q > 1)
Íåïîñpåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì èç äîêàçàòåëüñòâ ëåììû 9.14 è òåîpåìû
9.20 èìååì ñëåäóþùåå óòâåpæäåíèå.
Òåîðåìà 9.41 (Ð.Ìåøòpîâè÷ [104]). Ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêîå ïpîñ-
òpàíñòâî Nq íå ßâëßåòñß ëîêàëüíî-îãpàíè÷åííûì íè ïpè êàêîì
q > 1; äpóãèìè ñëîâàìè, â íåì íå ñóùåñòâóåò îãpàíè÷åííîé (â ëèíåéíî-
òîïîëîãè÷åñêîì ñìûñëå) îêpåñòíîñòè íóëß.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ëþáîé îêpåñòíîñòè íóëß ïpîñòpàíñòâà Nq (q > 1) ñî-
äåpæèòñß íåêîòîpûé øàp ïîëîæèòåëüíîãî pàäèóñà ñ öåíòpîì â íóëå, òàê
÷òî äëß äîêàçàòåëüñòâà ñïpàâåäëèâîñòè óòâåpæäåíèß òåîpåìû äîñòàòî÷-
íî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé øàp B(0, ε) = {f ∈ Nq | |f |Nq < ε} pàäèóñà ε > 0
íåîãpàíè÷åí â ïpîñòpàíñòâå Nq.
Ïpåäïîëîæèì, ÷òî, íàïpîòèâ, íåêîòîpûé øàp B(0, ε), ε > 0, îêàçàëñß
îãpàíè÷åííûì â ïpîñòpàíñòâå Nq. Äëß ïpîèçâîëüíîãî c > 0 ïîëîæèì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü (cl)l∈N òîæäåñòâåííî pàâíîé c è îïpåäåëèì ïî ýòîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé (fl)l∈N, êàê â äîêàçàòåëü-
ñòâå íåîáõîäèìîñòè óñëîâèß òåîpåìû 9.20. Ñîãëàñíî ñ äîêàçàòåëüñòâîì
ëåììû 9.14 (ñì. îñîáåííî íåpàâåíñòâî (9.38)), ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå
c > 0 è òàêîå çíà÷åíèå α > 0, çàâèñßùèå, âîîáùå ãîâîpß, îò ε, ÷òî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü (αfl) ñîäåpæèòñß â øàpå B(0, ε). Â ñèëó ïpåäïîëîæåíèß,
øàp B(0, ε) îãpàíè÷åí â ïpîñòpàíñòâå Nq, ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(αfl) òàêæå äîëæíà áûòü îãpàíè÷åííîé â ïpîñòpàíñòâå Nq. Ïîñêîëüêó
óìíîæåíèå íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ßâëßåòñß ãîìåîìîpôèçìîì ëèíåéíî-
òîïîëîãè÷åñêîãî ïpîñòpàíñòâà è ëèíåéíûé íåïpåpûâíûé îïåpàòîp îãpà-
íè÷åííûå ìíîæåñòâà ïåpåâîäèò â îãpàíè÷åííûå, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(fl) òàêæå áóäåò îãpàíè÷åííîé â Nq. Îñòàåòñß òîëüêî çàìåòèòü, ÷òî òå
æå pàññóæäåíèß, ÷òî áûëè èñïîëüçîâàíû ïpè äîêàçàòåëüñòâå íåîáõîäèìî-
ñòè óñëîâèß òåîpåìû 9.20, ïpèìåíèìû è â äàííîì ñëó÷àå. Ñëåäîâàòåëüíî,
êàæäûé êîýôôèöèåíòíûé ìóëüòèïëèêàòîp B = (bk)k∈N êëàññàNq â êëàññ
Hp (p > 0) äîëæåí óäîâëåòâîpßòü óñëîâèþ
ln |bk| ≤ −c q+1
√
k, k ≥ k0 ∈ N,
àíàëîãè÷íîìó íåpàâåíñòâó (9.48). Âûáèpàß ÷èñëî A êàê â äîêàçàòåëüñòâå
òåîpåìû 9.20, ïîëó÷àåì, ÷òî êàæäûé êîýôôèöèåíòíûé ìóëüòèïëèêàòîp
168 9. Ìóëüòèïëèêàòîðû è ôóíêöèîíàëû ïðîñòðàíñòâ Ïðèâàëîâà â êðóãå
B êëàññà Nq â êëàññ Hp äîëæåí óäîâëåòâîpßòü íåpàâåíñòâó (9.43) ñ îäíîé
è òîé æå ïîñòîßííîé c, îäèíàêîâîé äëß âñåõ ìóëüòèïëèêàòîpîâ (êîíñòàíòà
A â íåpàâåíñòâå (9.43) ïî-ïpåæíåìó ìîæåò çàâèñåòü îò B). Îäíàêî ïpè-
ìåp ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bk = e−c
q+1√
k/2 óáåæäàåò â îápàòíîì, òî åñòü ÷òî
íå êàæäûé ìóëüòèïëèêàòîp êëàññà Nq â êëàññ Hp óäîâëåòâîpßåò íåpà-
âåíñòâó (9.43) ñ ïîñòîßííîé c. Òî, ÷òî ïpèâåäåííàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
äåéñòâèòåëüíî ßâëßåòñß ìóëüòèïëèêàòîpîì èç Nq â Hp, ñëåäóåò èç îöåí-
êè (9.25) â òåîpåìå 9.4. Ïîëó÷åííîå ïpîòèâîpå÷èå äîêàçûâàåò òåîpåìó.
Çàìå÷àíèå 9.42. Àíàëîãè÷íîå óòâåpæäåíèå äëß êëàññà N∗ áûëî äîêàçàíî
Í.ßíàãèõàpîé â ñòàòüå [143, ñëåäñòâèå èç òåîpåìû 2].
9.5.2. Ëîêàëüíàß íåâûïóêëîñòü ïpîñòpàíñòâà Nq (q > 1)
Ïî îïpåäåëåíèþ, ëîêàëüíàß âûïóêëîñòü ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêîãî ïpî-
ñòpàíñòâà îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå áàçèñà âûïóêëûõ îêpåñòíîñòåé íóëß.
Òåîðåìà 9.43 (Ð.Ìåøòpîâè÷ [104]). Ïpîñòpàíñòâà Nq (q > 1) íå ßâ-
ëßþòñß ëîêàëüíî-âûïóêëûìè â òîïîëîãèè ìåòpèêè ρNq .
Íàïîìíèì íåêîòîðûå ðàíåå âñòðå÷àâøèåñß îïðåäåëåíèß è îáîçíà÷å-
íèß.
Îïðåäåëåíèå 9.44. Ôóíêöèß I íàçûâàåòñß âíóòpåííåé â êpóãå U , åñëè
I ãîëîìîpôíà, îãpàíè÷åíà â êpóãå U è pàäèàëüíûå ãpàíè÷íûå çíà÷åíèß
I∗ ôóíêöèè I (êîòîpûå ñóùåñòâóþò, ïî òåîpåìå 1.11, ïî÷òè âñþäó íà
åäèíè÷íîé îêpóæíîñòè T ) pàâíû åäèíèöå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ïî-
÷òè âñþäó íà T . Âíóòpåííßß ôóíêöèß S íàçûâàåòñß ñèíãóëßpíîé, åñëè
S íå îápàùàåòñß â íóëü â êpóãå U . Âíóòpåííßß ôóíêöèß B íàçûâàåòñß
ïpîèçâåäåíèåì Áëßøêå, åñëè
B(z) = zλ
∏
k
[ z¯k
|zk|
zk − z
1− z¯kz
]
(9.68)
äëß íåêîòîpîãî λ ∈ Z+ è íåêîòîpîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (zk) (ïóñòîé,
êîíå÷íîé èëè ñ÷åòíîé) òî÷åê åäèíè÷íîãî êpóãà U , òàêîé ÷òî
∏ |zk| > 0.
Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. [41, ãë. I, 7.1]), ÷òî äëß êàæäîé òàêîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè òî÷åê ïpîèçâåäåíèå (9.68) îïpåäåëßåò ãîëîìîpôíóþ îãpàíè-
÷åííóþ ôóíêöèþ â êpóãå U è pàäèàëüíûå ãpàíè÷íûå çíà÷åíèß B∗ ýòîé
ôóíêöèè ïî÷òè âñþäó íà ãpàíèöå T pàâíû åäèíèöå ïî àáñîëþòíîé âåëè-
÷èíå, òî åñòü B ßâëßåòñß âíóòpåííåé ôóíêöèåé â êpóãå U . Â ýòîì ñëó÷àå
ôóíêöèþ (9.68) íàçûâàþò ïpîèçâåäåíèåì Áëßøêå, ïîñòpîåííûì ïî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
λ
, z1, z2, . . .).
Èç òåîpåìû 1.3 ñëåäóåò, ÷òî êàæäàß âíóòpåííßß ôóíêöèß I ìîæåò
áûòü ïpåäñòàâëåíà, è åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì, â âèäå
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I(z) = B(z)S(z), z ∈ U, (9.69)
ãäå B  ïpîèçâåäåíèå Áëßøêå, ïîñòpîåííîå ïî íóëßì ôóíêöèè I, à S 
ñèíãóëßpíàß âíóòpåííßß ôóíêöèß, èìåþùàß ïpåäñòàâëåíèå
S(z) = C exp
pi∫
−pi
eiθ + z
eiθ − z dq(θ), z ∈ U, (9.70)
â êîòîpîì C ∈ T è q  íåâîçpàñòàþùàß ôóíêöèß ñ ïî÷òè âñþäó íóëå-
âîé ïpîèçâîäíîé íà îòpåçêå [−pi, pi]. Âåpíî è îápàòíîå: åñëè ôóíêöèè B
è S îïpåäåëåíû ñîãëàñíî ôîpìóëàì (9.68) è (9.70), ãäå C ∈ T , λ ∈ Z+,
(zk)  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê êpóãà U ñ
∏ |zk| > 0 è q  íåâîçpàñòàþ-
ùàß ôóíêöèß ñ ïî÷òè âñþäó íóëåâîé ïpîèçâîäíîé íà îòpåçêå [−pi, pi], òî B
è S  âíóòpåííèå â êpóãå U è, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèß I, îïpåäåëåííàß
ïî ôîpìóëå (9.69), òàêæå ßâëßåòñß âíóòpåííåé â êpóãå U .
Ëåììà 9.45 (Õ.Ñ.Øàïèpî [121]). Ïóñòü äëß âíóòpåííåé ôóíêöèè S
óäîâëåòâîpßåòñß óñëîâèå
|S(z)| > c (1− |z|)N , z ∈ U, (9.71)
ñ íåêîòîpûìè ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîßííûìè c è N . Òîãäà äëß ëþáîãî
ε > 0 â ïpîñòpàíñòâå H2 íå ñóùåñòâóåò íèêàêèõ äpóãèõ, êpîìå íóëå-
âîé, ôóíêöèé, îpòîãîíàëüíûõ ïîäïpîñòpàíñòâó SH2 è â òî æå âpåìß
èìåþùèõ êîýôôèöèåíòû Òåéëîpà (bk)k∈Z+ ñ àñèìïòîòèêîé O(k
−1/2−ε)
ïpè k → +∞.
Çàìå÷àíèå 9.46. Íåòpóäíî âèäåòü, ÷òî âíóòpåííèå ôóíêöèè S, óäîâëå-
òâîpßþùèå óñëîâèþ (9.71), ñèíãóëßpíû.
Ëåììà 9.47 (Õ.Ñ.Øàïèpî [121]). Ñèíãóëßpíàß âíóòpåííßß ôóíêöèß
S îáëàäàåò ñâîéñòâîì (9.71) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèß q èç
ïpåäñòàâëåíèß S â âèäå (9.70) íåïpåpûâíà è èìååò ìîäóëü íåïpåpûâíî-
ñòè
ωq(δ) = sup
0≤h≤δ
−pi≤θ,θ+h≤pi
|q(θ + h)− q(θ)|
ñ àñèìïòîòèêîé O(δ ln δ−1) ïpè δ → 0+.
Íåïîñòîßííûå ôóíêöèè ñ ïî÷òè âñþäó íóëåâîé ïpîèçâîäíîé è â òî æå
âpåìß ñ ìîäóëåì íåïpåpûâíîñòè ïîpßäêà O(δ ln δ−1) ïpè δ → 0+ ìîæ-
íî ïîñòpîèòü êàê ôóíêöèè Ëåáåãa íàä ìíîæåñòâîì Êàíòîpà (ñì. [68]).
Äpóãîé ïîäõîä ê ïîñòpîåíèþ òàêèõ ôóíêöèé ïpåäëîæèë Ï.Ë.Äþpåí
â ñòàòüå [67]. Äëß äàëüíåéøåãî èçëîæåíèß áóäåò âàæíî òîëüêî òî, ÷òî
òàêèå ôóíêöèè ñóùåñòâóþò.
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Äîêàçàòåëüñòâî (òåîpåìû). Ïóñòü ïpè íåêîòîpîì q > 1 ïpîñòpàíñòâî
Nq ßâëßåòñß ëîêàëüíî-âûïóêëûì. Òîãäà äëßNq âûïîëíåíà òåîpåìà Õàíà
Áàíàõà î ïpîäîëæåíèè íåïpåpûâíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ ñ ëèíåé-
íûõ ïîäïpîñòpàíñòâ íà âñå ïpîñòpàíñòâî (ñì. [114]). Åñëè â ïpîñòpàíñòâå
Nq ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííîå ëèíåéíîå çàìêíóòîå ïîäïpîñòpàíñòâî, äëß êî-
òîpîãî åäèíñòâåííûì ëèíåéíûì íåïpåpûâíûì ôóíêöèîíàëîì, îápàùàþ-
ùèìñß â íóëü íà ýòîì ïîäïpîñòpàíñòâå, áóäåò íóëåâîé, òî ýòî áóäåò ïpîòè-
âîpå÷èòü âîçìîæíîñòè ïpèìåíåíèß òåîpåìû ÕàíàÁàíàõà. Äåéñòâèòåëüíî,
ïóñòü X  òàêîå ïîäïpîñòpàíñòâî. Ïóñòü f ∈ Nq \X. Îïpåäåëèì íà ëè-
íåéíîé îáîëî÷êå lin{f,X} âåêòîpà f è ïîäïpîñòpàíñòâà X ôóíêöèîíàë
Φ pàâåíñòâîì Φ(αf + F ) = α, α ∈ C, F ∈ X. Â ñèëó çàìêíóòîñòè X
ýòîò ôóíêöèîíàë áóäåò ëèíåéíûì è íåïpåpûâíûì íà ïîäïpîñòpàíñòâå
lin{f,X}, è åñëè áû òåîpåìà ÕàíàÁàíàõà áûëà ïpèìåíèìà â ýòîì ñëó÷àå,
òî ñóùåñòâîâàë áû íåïpåpûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë, îïpåäåëåííûé
íà âñåì ïpîñòpàíñòâå Nq, êîòîpûé ïpîäîëæàë áû Φ. Òàê êàê ôóíêöèîíàë
Φ àííóëèpóåò X, òî ïî ïpåäïîëîæåíèþ îòíîñèòåëüíî ïîäïpîñòpàíñòâà X
ïpîäîëæåííûé ôóíêöèîíàë äîëæåí áûë áû áûòü òîæäåñòâåííî íóëåâûì
íà ïpîñòpàíñòâå Nq, ÷òî âåäåò ê ïpîòèâîpå÷èþ ñ îïpåäåëåíèåì Φ.
Èòàê, äëß òîãî ÷òîáû äîêàçàòü òåîpåìó, äîñòàòî÷íî ïpèâåñòè ïpèìåp
ñîáñòâåííîãî ëèíåéíîãî çàìêíóòîãî ïîäïpîñòpàíñòâà X â Nq, äëß êîòîpî-
ãî àííóëßòîp Ann(X) = {Φ ∈ (Nq)′ | Φ(X) = 0} òpèâèàëåí (ñîñòîèò
èç îäíîãî íóëåâîãî ôóíêöèîíàëà). Ïóñòü S  íåïîñòîßííàß ñèíãóëßpíàß
âíóòpåííßß ôóíêöèß â êpóãå U , óäîâëåòâîpßþùàß óñëîâèþ (9.71) ëåììû
9.45. Ïî ëåììå 9.47 è çàìå÷àíèßì âñëåä çà íåé, òàêèå ôóíêöèè ñóùåñòâó-
þò. Ïîëîæèì X = SNq = {Sf | f ∈ Nq} è äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî X
îápàçóåò ñîáñòâåííîå ëèíåéíîå ïîäïpîñòpàíñòâî, îáëàäàþùåå âñåìè òpå-
áóåìûìè ñâîéñòâàìè.
Ïpîñòpàíñòâî Nq ßâëßåòñß àëãåápîé îòíîñèòåëüíî îïåpàöèé ïîòî÷å÷-
íîãî ñëîæåíèß è óìíîæåíèß ôóíêöèé, ïîýòîìó X ⊆ Nq. Ñâîéñòâî çà-
ìêíóòîñòè ìíîæåñòâà X îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ îïåpàöèé â Nq ñëåäóåò
èç ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè ïpîñòpàíñòâà Nq, òî åñòü ìíîæåñòâî X îápàçó-
åò ëèíåéíîå ïîäïpîñòpàíñòâî â Nq. Ñâîéñòâî çàìêíóòîñòè ïîäïpîñòpàí-
ñòâà X ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îíî ßâëßåòñß îápàçîì ïîëíîãî ïpîñòpàíñòâà
Nq ïpè èçîìåòpè÷íîì îòîápàæåíèè f 7→ Sf , f ∈ Nq (ñì. òåîðåìó 8.22).
Äàëåå, ôóíêöèß, òîæäåñòâåííî pàâíàß åäèíèöå, íå ïpèíàäëåæèò ïîäïpî-
ñòpàíñòâó X. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 1 ∈ SNq, òî ∃f ∈ Nq, Sf = 1, òî
åñòü f = 1/S ∈ Nq. Òàê êàê |S∗| = |f∗| = |1/S∗| = 1 ïî÷òè âñþäó íà T
(ñì. îïpåäåëåíèå 9.44), òî, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.8, ôóíêöèè S è f = 1/S
îãpàíè÷åíû åäèíèöåé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå âcþäó â êpóãå U , òî åñòü
|S(z)| ≤ 1 è |1/S(z)| ≤ 1, z ∈ U . Òàêèì îápàçîì, |S(z)| ≡ 1 â êpóãå U è ïî
ïpèíöèïó ìàêñèìóìà ìîäóëß S(z) ≡ α ∈ T , ÷òî ïpîòèâîpå÷èò íåïîñòîßí-
íîñòè ôóíêöèè S. Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî X ïpåäñòàâëßåò ñîáîé ñîáñòâåííîå
ëèíåéíîå çàìêíóòîå ïîäïpîñòpàíñòâî â Nq.
Äîêàæåì òåïåpü, ÷òî ëèíåéíûé íåïpåpûâíûé ôóíêöèîíàë, îïpåäåëåí-
íûé íà âñåì ïpîñòpàíñòâå Nq è îápàùàþùèéñß â íóëü íà ïîäïpîñòpàíñòâå
9.5. Ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ïpîñòpàíñòâ Nq (q > 1) 171
SNq, òîæäåñòâåííî pàâåí íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîpåìå 9.35, äëß ëþ-
áîãî òàêîãî ôóíêöèîíàëà Φ ñóùåñòâóåò ôóíêöèß g ∈ A∞q ñ pàçëîæåíèåì
(9.42), äëß êîòîpîé
Φ(f) = lim
r→1−
pi∫
−pi
f(reiθ)g(e−iθ)
dθ
2pi
, f ∈ Nq.
Òàê êàê Szk ∈ SNq, òî
0 = Φ(Szk) = lim
r→1−
pi∫
−pi
S(reiθ)rkeiθkg(e−iθ)
dθ
2pi
=
=
pi∫
−pi
S∗(eiθ)eiθkg(e−iθ)
dθ
2pi
, k ∈ Z+;
ïîñëåäíåå pàâåíñòâî ñïpàâåäëèâî â ñèëó ïpåäåëüíîé òåîpåìû Ëåáåãà.
Òàêèì îápàçîì, ôóíêöèß g, ó êîòîpîé êîýôôèöèåíòû Òåéëîpà (bk)k∈Z+
ñîïpßæåíû ñ êîýôôèöèåíòàìè Òåéëîpà ôóíêöèè g, pàññìàòpèâàåìàß êàê
ýëåìåíò ïpîñòpàíñòâà H2, îpòîãîíàëüíà êàæäîé ôóíêöèè âèäà Szk è,
ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîé ôóíêöèè èç çàìûêàíèß â ãèëüáåpòîâîì ïpîñòpàí-
ñòâå H2 ëèíåéíîé îáîëî÷êè ôóíêöèé {Szk}k∈Z+ , òî åñòü îpòîãîíàëüíà
ïîäïpîñòpàíñòâó SH2. Ñîãëàñíî ëåììå 9.45, òàêîå âîçìîæíî ëèáî òîãäà,
êîãäà ôóíêöèß g, à ñëåäîâàòåëüíî, è ôóíêöèß g òîæäåñòâåííî pàâíû íó-
ëþ, ëèáî òîãäà, êîãäà êîýôôèöèåíòû Òåéëîpà ôóíêöèè g íå óäîâëåòâîpß-
þò óñëîâèþ bk = O(k−1/2−ε) ïpè k → +∞ íè ïpè êàêîì ε > 0. Ïîñëåäíåå
íåâîçìîæíî, â ñèëó ïpèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè g êëàññó A∞q (ñì. îïpåäå-
ëåíèå 9.6). Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî g = 0 è Φ = 0. Òåì ñàìûì ïîêàçàíî,
÷òî åäèíñòâåííûì íåïpåpûâíûì ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì íà ïpîñòpàí-
ñòâå Nq, àííóëèpóþùèì ïîäïpîñòpàíñòâî SNq, ßâëßåòñß íóëåâîé. Òàêèì
îápàçîì, ïpèõîäèì ê ïpîòèâîpå÷èþ ñ ïpåäïîëîæåíèåì î ëîêàëüíîé âû-
ïóêëîñòè ïpîñòpàíñòâà Nq.
Çàìå÷àíèå 9.48. Ôóíêöèþ S, èñïîëüçîâàííóþ â äîêàçàòåëüñòâå òåîpåìû,
ìîæíî çàìåíèòü íà ëþáóþ ñèíãóëßpíóþ âíóòpåííþþ ôóíêöèþ (9.70)
ñ ìîäóëåì íåïpåpûâíîñòè ïëîòíîñòè ïîpßäêà O(δ(q−1)/q) ïpè δ → 0+.
Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ïîêàçàë Ð.Ìåøòpîâè÷ â ñâîåé äèññåpòàöèè [104, ãë. 5,
ñëåäñòâèå 4.4], ïîäïpîñòpàíñòâî SNq ñëàáî ïëîòíî âNq, ÷òî ýêâèâàëåíòíî
òpèâèàëüíîñòè àííóëßòîpà ýòîãî ïîäïpîñòpàíñòâà. Áîëåå òîãî, èç äîêàçà-
òåëüñòâà òåîpåìû 4.3 â òîé æå äèññåpòàöèè ñëåäóåò, ÷òî îò ñèíãóëßpíîé
âíóòpåííåé ôóíêöèè S äîñòàòî÷íî ïîòpåáîâàòü ëèøü ñâîéñòâà
ln |S(z)| ≥ o
(
1 + |z|
1− |z|
)1/q
ïpè |z| → 1−,
àíàëîãè÷íîãî óñëîâèþ (9.71) èç ëåììû 9.45.
172 9. Ìóëüòèïëèêàòîðû è ôóíêöèîíàëû ïðîñòðàíñòâ Ïðèâàëîâà â êðóãå
Çàìå÷àíèå 9.49. Ëîêàëüíàß íåâûïóêëîñòü ïpîñòpàíñòâ Nq (q > 1) áûëà
âûâåäåíà èç òîãî, ÷òî â ýòèõ ïpîñòpàíñòâàõ íå èìååò ìåñòà òåîpåìà Õàíà
Áàíàõà. Áîëåå òîãî, áûëî ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå çàìêíóòîãî ñîáñòâåííî-
ãî ëèíåéíîãî ïîäïpîñòpàíñòâà âNq (q > 1), äëß êîòîpîãî ëþáîé ëèíåéíûé
íåïpåpûâíûé ôóíêöèîíàë, îápàùàþùèéñß â íóëü íà ýòîì ïîäïpîñòpàí-
ñòâå, îáßçàí áûòü òîæäåñòâåííî íóëåâûì è íà âñåìNq. Â ÷àñòíîñòè, òî÷êè
âíå óêàçàííîãî ïîäïpîñòpàíñòâà íå îòäåëèìû îò íåãî ñ ïîìîùüþ îäíèõ
íåïpåpûâíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ. Íà ñàìîì äåëå ñâîéñòâî îòäåëè-
ìîñòè ëèíåéíûìè íåïpåpûâíûìè ôóíêöèîíàëàìè çàìêíóòûõ ëèíåéíûõ
ïîäïpîñòpàíñòâ îò òî÷åê, íå ëåæàùèõ â íèõ, pàâíîñèëüíî ñïpàâåäëèâî-
ñòè òåîpåìû ÕàíàÁàíàõà (ñì. [2, çàìå÷àíèß ê 2 è 3 pàçä. IV â êîíöå
êíèãè]).
9.5.3. Îáîëî÷êà Ôpåøå ïpîñòpàíñòâ Nq (q > 1)
Â ýòîì ïóíêòå âêpàòöå, áåç òî÷íûõ äîêàçàòåëüñòâ, óïîìßíåì î äpó-
ãèõ ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ïpîñòpàíñòâ È. È. Ïpèâàëîâà
Nq (q > 1).
Â òåîpåìå 9.43 áûëî äîêàçàíî, ÷òî F -ïpîñòpàíñòâà Nq íå ßâëßþòñß
ëîêàëüíî-âûïóêëûìè ïpè q > 1; äpóãèìè ñëîâàìè, íå ßâëßþòñß ïpîñòpàí-
ñòâàìè Ôpåøå â òåpìèíîëîãèè Í. Áópáàêè (íà ñàìîì äåëå àáápåâèàòópà
¾F -ïpîñòpàíñòâî¿ òàêæå îáîçíà÷àåò ¾ïpîñòpàíñòâî Ôpåøå¿, ñì. [2, çàìå-
÷àíèå â êîíöå êíèãè ê 1 pàçä. III]). Òàêèì îápàçîì, âîçíèêàåò âîïpîñ:
à êàê ïpîèçâîëüíîå çàäàííîå F -ïpîñòpàíñòâî ¾ïîãpóçèòü¿ åñòåñòâåííûì
îápàçîì â íåêîòîpîå ïpîñòpàíñòâî Ôpåøå òàê, ÷òîáû ýòî ¾ïîãpóæåíèå¿
áûëî â íåêîòîpîì ñìûñëå ìèíèìàëüíûì? Îäèí èç ñïîñîáîâ ïîñòpîåíèß
òàêîãî ïpîñòpàíñòâà Ôpåøå äàåò ïîíßòèå îáîëî÷êè Ôpåøå (¾the Frechet
envelope¿).
Îïðåäåëåíèå 9.50. Ïóñòü E îáîçíà÷àåò ïpîèçâîëüíîå ïpîñòpàíñòâî
òèïà (F ), òî÷êè êîòîpîãî pàçäåëßþòñß ñ ïîìîùüþ íåïpåpûâíûõ ëè-
íåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà E. Ïóñòü E íàäåëåíî ñèëüíåéøåé ëîêàëüíî-
âûïóêëîé òîïîëîãèåé µ, äàþùåé òî æå ñàìîå ñîïpßæåííîå ïpîñòpàí-
ñòâî E′, ÷òî è èñõîäíàß òîïîëîãèß E (òàêàß òîïîëîãèß íàçûâàåòñß òî-
ïîëîãèåé Ìàêêè äëß ïàpû (E,E′)). Òîïîëîãèß µ íå ïpåâîñõîäèò èñõîäíóþ
ìåòpè÷åñêóþ òîïîëîãèþ ïpîñòpàíñòâà E (ñì. [122, ïpåäëîæåíèå 3]), è
âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî E′ pàçäåëßåò òî÷êè E, îíà ìåòpèçóåìà ñ ïîìî-
ùüþ íåêîòîpîé èíâàpèàíòíîé ïpè ñäâèãàõ ìåòpèêè íà E. Ïîïîëíåíèå
ïî ýòîé ìåòpèêå ïpîñòpàíñòâà E, ßâëßþùååñß ïpîñòpàíñòâîì Ôpåøå,
è íàçûâàåòñß îáîëî÷êîé Ôpåøå ïpîñòpàíñòâà E (ñì. [124, pàçä. 2]).
Äæ.Õ.Øàïèpî ïpåäëîæèë è äpóãîé, áîëåå ãåîìåòpè÷åñêèé ñïîñîá ïî-
ñòpîåíèß îáîëî÷êè Ôpåøå. Ïóñòü ρ  àáñîëþòíî-ìîíîòîííàß ìåòpèêà
F -ïpîñòpàíñòâà E. Ïóñòü Vk  âûïóêëûå îáîëî÷êè øàpîâ
B(0, 1/k) = {x ∈ E | ρ(x, 0) < 1/k} pàäèóñîâ 1/k â ïpîñòpàíñòâå E.
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Cèñòåìà ìíîæåñòâ {Vk}k∈N îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè áàçèñà îêpåñòíî-
ñòåé íóëß ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêîãî ïpîñòpàíñòâà, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñó-
ùåñòâóåò ëèíåéíàß òîïîëîãèß â ïpîñòpàíñòâå E, èìåþùàß {Vk} ñâîèì
áàçèñîì (ñì. [88, ãë. 2, pàçä. 2, òåîpåìà 1]). Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñòpîåííàß
òîïîëîãèß ëîêàëüíî-âûïóêëà, à òàê êàê áàçèñ îêpåñòíîñòåé íóëß ñ÷åòåí,
òî îíà è ïîëóìåòpèçóåìà ñ ïîìîùüþ íåêîòîpîé èíâàpèàíòíîé ïpè ñäâè-
ãàõ ïîëóìåòpèêè íà E (ñì. [88, ãë. 2, pàçä. 6, òåîpåìà 7]). Ïîïîëíßß
ïpîñòpàíñòâî E ïî ýòîé ïîëóìåòpèêå, ïîëó÷àåì ïîëíîå ïîëóìåòpè÷å-
ñêîå ëîêàëüíî-âûïóêëîå ïpîñòpàíñòâî, êîòîpîå è áóäåò îáîëî÷êîé Ôpåøå
ïpîñòpàíñòâà E, åñëè E′ pàçäåëßåò òî÷êè E (ñì. [122, ïpåäëîæåíèå 3]).
Åùå áîëåå óäîáíûé ñïîñîá ïîñòpîåíèß îáîëî÷åê Ôpåøå ñì. â [124, òåîpå-
ìà 1], ãäå ìîæíî íàéòè òàêæå íåêîòîpûå ïpèìåpû ïîñòpîåíèß îáîëî÷åê
Ôpåøå. Îòíîñèòåëüíî pàáîò, ïîñâßùåííûõ ïîñòpîåíèþ îáîëî÷åê Ôpåøå
ëîêàëüíî-îãpàíè÷åííûõ ïpîñòpàíñòâ òèïà (F ) (òàêèå ïpîñòpàíñòâà íà-
çûâàþò êâàçèáàíàõîâûìè), ñì. [72, pàçä. 2]. Îáîëî÷êàìè Ôpåøå òàêèõ
ïpîñòpàíñòâ áóäóò ñëóæèòü ïpîñòpàíñòâà òèïà (B) (â ñëó÷àå, åñëè ñî-
ïpßæåííîå ïpîñòpàíñòâî E′ pàçäåëßåò òî÷êè èñõîäíîãî ïpîñòpàíñòâà E).
Òåîðåìà 9.51 (Ê.Ì.Ýîôô [72]). Ïpîñòpàíñòâà F1/q ßâëßþòñß îáî-
ëî÷êàìè Ôpåøå ïpîñòpàíñòâ È.È.Ïpèâàëîâà Nq (q > 1).
Äpóãîé ñïîñîá ïîãpóæåíèß ïpîñòpàíñòâà òèïà (F ) â ïpîñòpàíñòâî
Ôpåøå ñîäåpæèòñß â ïîíßòèè íàêpûâàþùåãî ïpîñòpàíñòâà Ôpåøå (¾the
containing Frechet space¿).
Îïðåäåëåíèå 9.52. Ïpîñòpàíñòâî E˜ íàçûâàåòñß ïpîñòpàíñòâîì Ôpåøå,
íàêpûâàþùèì E, åñëè
(1) E˜ ñîäåpæèò E â êà÷åñòâå ñâîåãî ïëîòíîãî ïîäìíîæåñòâà;
(2)òîïîëîãèß ïpîñòpàíñòâà E˜ èíäóöèpóåò íà E òîïîëîãèþ, êîòîpàß íå
ñèëüíåå òîïîëîãèè E;
(3) ëþáîé ëèíåéíûé íåïpåpûâíûé ôóíêöèîíàë íà ïpîñòpàíñòâå E˜ ñóæà-
åòñß äî ëèíåéíîãî íåïpåpûâíîãî ôóíêöèîíàëà íà ïpîñòpàíñòâå E
(ñëåäñòâèå ñâîéñòâà (2)) è, îápàòíî, ëþáîé ëèíåéíûé íåïpåpûâíûé
ôóíêöèîíàë íà ïpîñòpàíñòâå E ßâëßåòñß ñóæåíèåì íåêîòîpîãî ëè-
íåéíîãî íåïpåpûâíîãî ôóíêöèîíàëà íàä E˜.
Ñâîéñòâî (3) â îïpåäåëåíèè 9.52 îçíà÷àåò, ÷òî ïpîñòpàíñòâà, òîïîëî-
ãè÷åñêè ñîïpßæåííûå ê E è E˜, ëèíåéíî-èçîìîpôíû ïpè åñòåñòâåííîì
îòîápàæåíèè, ïîpîæäåííîì âëîæåíèåì ïpîñòpàíñòâà E â E˜. Ýêâèâàëåí-
òíîñòü îïpåäåëåíèé 9.50 è 9.52 â ñëó÷àå F -ïpîñòpàíñòâ, pàçäåëßåìûõ ñâî-
èìè ñîïpßæåííûìè, ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî êàæäàß ïîëóìåòpèçóåìàß
ëîêàëüíî-âûïóêëàß òîïîëîãèß ïpîñòpàíñòâà E ßâëßåòñß íà ñàìîì äåëå
òîïîëîãèåé Ìàêêè äëß ïàpû (E,E′) (ñì. [120, pàçä. IV, 3, òåîpåìà 4]).
Í.ßíàãèõàpà â [142] ïîêàçàë, ÷òî ïpîñòpàíñòâî F+ (= F1) ßâëßåò-
ñß íàêpûâàþùèì ïpîñòpàíñòâîì Ôpåøå äëß ïpîñòpàíñòâà Ñìèpíîâà N+
(= N∗). Àíàëîãè÷íûì îápàçîì, èç òåîpåìû 9.33 è påçóëüòàòîâ Ì.Ñòîëëà
174 9. Ìóëüòèïëèêàòîðû è ôóíêöèîíàëû ïðîñòðàíñòâ Ïðèâàëîâà â êðóãå
[132, òåîpåìà 4.3] ñëåäóåò, ÷òî ïpîñòpàíñòâà F1/q ßâëßþòñß ïpîñòpàí-
ñòâàìè Ôpåøå, íàêpûâàþùèìè ïpîñòpàíñòâà Ïpèâàëîâà Nq (q > 1).
Òàêèì îápàçîì, ïîäõîä, ïpåäëîæåííûé Ê.Ì.Ýîôôîì â [72], è ïîäõîä,
ïpèâåäåííûé â íàñòîßùåé pàáîòå, ßâëßþòñß ýêâèâàëåíòíûìè ñïîñîáàìè
îïèñàíèß ìíîæåñòâà ëèíåéíûõ íåïpåpûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ è íàêpûâàþ-
ùèõ ïpîñòpàíñòâ Ôpåøå äëß ïpîñòpàíñòâ È.È.Ïpèâàëîâà Nq (q > 1).
Çàìå÷àíèå 9.53. Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû àíîíñèðîâàíû â [33] è îïóáëèêî-
âàíû â [47].
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Â íàñòîßùåì ïàðàãðàôå àíàëîãè÷íî òîìó, êàê âûøå áûëî ñäåëàíî äëß
ïðîñòðàíñòâ Ïðèâàëîâà, äàåòñß ïîëíîå îïèñàíèå êîýôôèöèåíòíûõ ìóëü-
òèïëèêàòîðîâ èç êëàññà N lnN â êëàññû Õàðäè Hp è íà îñíîâàíèè ýòîãî
ïîëó÷åí îáùèé âèä íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà ïðîñòðàí-
ñòâå N lnN . Êàê ñëåäñòâèå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ, äîêàçàíà íåóëó÷øà-
åìîñòü ïî ïîðßäêó ðîñòà äàííîé â ïóíêòå 10.1 îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ
Òåéëîðà ôóíêöèé êëàññà N lnN , ëîêàëüíàß íåîãðàíè÷åííîñòü è ëîêàëü-
íàß íåâûïóêëîñòü ïðîñòðàíñòâà N lnN , à òàêæå íàéäåíî íàêðûâàþùåå
ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå äëß N lnN .
Â äîêàçàòåëüñòâå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ èñïîëüçóåòñß òåõíèêà, ðàçâèòàß
Í.ßíàãèõàðîé è Õ.Î.Êèìîì â ðàáîòàõ [141] è [90] äëß ïðîñòðàíñòâà
Ñìèðíîâà N∗ è åãî ñîáñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà M ñîîòâåòñòâåííî.
Áîëåå òîãî, îòïðàâíîé òî÷êîé èññëåäîâàíèß áûëà èäåß, ÷òî ðåçóëüòàòû,
äîêàçàííûå Õ.Î.Êèìîì äëß êëàññà M , ñïðàâåäëèâû íà ñàìîì äåëå äëß
áîëåå óçêîãî êëàññà N lnN . Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû äàííîãî ïàðà-
ãðàôà äàþò åùå îäíó èëëþñòðàöèþ îáùåãî ìåòîäà, èñïîëüçîâàííîãî â
ïðåäûäóùåé ãëàâå.
10.1. Îöåíêà êîýôôèöèåíòîâ Òåéëîðà ôóíêöèé
êëàññà N lnN
Öåëüþ íàñòîßùåãî ïóíêòà ßâëßåòñß äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé îöåíêè
êîýôôèöèåíòîâ Òåéëîðà ôóíêöèé êëàññà N lnN .
Òåîðåìà 10.1. Äëß êîýôôèöèåíòîâ Òåéëîðà ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâà
N lnN ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàß îöåíêà
ln+ |an| = o
(√
n
ln(e+ n)
)
ïðè n→∞. (10.1)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ãîëîìîðôíàß â êðóãå U ôóíêöèß f óäîâëåòâî-
ðßåò óñëîâèþ
ln(1 +M(f, r)) ≤ ω−1
(
α
1 + r
1− r
)
ïðè r0 ≤ r < 1 (10.2)
äëß íåêîòîðûõ α > 0 è 0 ≤ r0 < 1, ãäå ω−1 îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ, îáðàòíóþ
ê ôóíêöèè ω(t) = t ln(e + t), t ≥ 0. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâàì Êîøè äëß
êîýôôèöèåíòîâ Òåéëîðà ôóíêöèè f , ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
ln |an| ≤ lnM(f, r)− n ln r, 0 < r < 1, n ∈ Z+.
Îòñþäà
ln |an| ≤ ω−1
(
α
1 + r
1− r
)
− n ln r, 0 < r < 1, n ∈ Z+. (10.3)
Ïðîìèíèìèçèðóåì ïî ïîðßäêó âûðàæåíèå, ñòîßùåå ñïðàâà, ïðèðàâíßâ
ñëàãàåìûå äðóã äðóãó:
ω−1
(
α
1 + r
1− r
)
= n ln
1
r
. (10.4)
Ó ýòîãî óðàâíåíèß íà èíòåðâàëå (0, 1) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êîðåíü
r = rn, è íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî rn → 1 ïðè n→∞. Èñïîëüçóß èçâåñòíûå
ýêâèâàëåíòíîñòè, âèäèì, ÷òî
ω−1
(
α
1 + rn
1− rn
)
∼ 2α
(1− rn) ln(e+ 2α1−rn )
∼ 2α
(1− rn) ln(e+ 11−rn )
è
n ln
1
rn
∼ n(1− rn) ïðè n→∞. (10.5)
Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà (10.4) ïðè r = rn, ïîëó÷èì
2α
(1− rn) ln(e+ 11−rn )
∼ n(1− rn) ïðè n→∞
èëè (
1
1− rn
)2
1
ln(e+ 11−rn )
∼ n
2α
ïðè n→∞.
Òàê êàê ôóíêöèß, îáðàòíàß ê ôóíêöèè
s =
t2
ln(e+ t)
, t ≥ 0,
ýêâèâàëåíòíà ïðè s→ +∞ ôóíêöèè √s ln(e+ s), òî
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1
1− rn ∼
√
n
2α
ln
(
e+
n
2α
)
ïðè n→∞,
òî åñòü
1− rn ∼
√
2α
n ln(e+ n)
ïðè n→∞.
Èòàê, ïîäñòàâëßß â íåðàâåíñòâî (10.3) çíà÷åíèå r = rn, ó÷èòûâàß ýêâèâà-
ëåíòíîñòü (10.5) è ÷òî îáà ñëàãàåìûõ â íåðàâåíñòâå (10.3) ðàâíû, ïîëó÷à-
åì
ln |an| ≤ bn ∼ 2
√
2αn
ln(e+ n)
ïðè n→∞. (10.6)
Åñëè ôóíêöèß f ïðèíàäëåæèò êëàññó N lnN , òî äëß íåå ñïðàâåäëèâî
ñîîòíîøåíèå (ñëåäñòâèå 5.5)
ω
(
ln(1 +M(f, r))
)
= o
(
1 + r
1− r
)
ïðè r → 1−,
ïîýòîìó êîíñòàíòà α â îöåíêå (10.2) ìîæåò áûòü âûáðàíà ñêîëü óãîäíî
ìàëîé ïîëîæèòåëüíîé âåëè÷èíîé. Èç íåðàâåíñòâà (10.6) òîãäà ñëåäóåò,
÷òî ln+ |an| = o
(√
n/ ln(e+ n)
)
ïðè n→∞, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
10.2. Êîýôôèöèåíòíûå ìóëüòèïëèêàòîðû èç N lnN
â Hp (p > 0)
Ñëåäóþùàß ëåììà ßâëßåòñß àíàëîãîì ëåììû 9.14.
Ëåììà 10.2. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (rn), (βn) ⊂ [0, 1) óäîâëåòâî-
ðßþò óñëîâèþ βn ln(e+
1
1−rn )→ 0 ïðè n→∞. Òîãäà ôóíêöèè
fn(z) = exp
(
βn
2
1 + rnz
1− rnz
)
, z ∈ U, n ∈ N, (10.7)
îáðàçóþò îãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â N lnN .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ ∈ C è n ∈ N. Âîñïîëüçóåìñß ñîîòíîøåíèåì
|fn(eiθ)| = exp
(
βn
2
Prn(θ)
)
, |θ| ≤ pi, n ∈ N,
ãäå
Pr(θ) =
1− r2
1 + r2 − 2r cos θ , 0 ≤ r < 1, |θ| ≤ pi,
 ßäðî Ïóàññîíà â åäèíè÷íîì êðóãå U , ÷òîáû îöåíèòü õàðàêòåðèñòèêè
ôóíêöèé λfn:
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|λfn| =
pi∫
−pi
ω
(
ln(1 + |λfn(eiθ)|)
) dθ
2pi
=
=
( θn∫
−θn
+
∫
θn≤|θ|≤pi
)
ω
(
ln
(
1 + |λ| exp(βn2 Prn(θ)))) dθ2pi ≤
≤ 4
θn∫
−θn
ω(ln 2)
dθ
2pi
+ 4
θn∫
−θn
ω
(
ln+
[|λ| exp(βn2 Prn(θ))]) dθ2pi+
+
∫
θn≤|θ|≤pi
ω
(
ln(1 + |λ|√e)) dθ
2pi
,
ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0 < θn ≤ pi âûáðàíà èç òîãî ñîîáðàæåíèß, ÷òîáû
ïðè pi ≥ |θ| ≥ θn áûëî ñïðàâåäëèâî βnPrn(θ) ≤ 1, à òàêæå èñïîëüçîâàíû
ýëåìåíòàðíûå íåðàâåíñòâà ln(1+t) ≤ ln 2+ln+ t è ω(t+s) ≤ 4
(
ω(t)+ω(s)
)
,
t, s ≥ 0. Òàê êàê Pr(θ) ≤ (1− r)(pi/θ)2, 0 ≤ r < 1, 0 < |θ| ≤ pi (ëåììà 9.12),
òî ñîãëàñíî óñëîâèþ íà (βn) è (rn), äàííîìó â ëåììå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(θn) ìîæíî âûáðàòü ñõîäßùåéñß ê íóëþ (íàïðèìåð, θn = pi
√
βn(1− rn)).
Ïîýòîìó, åñëè |λ| ≤ 1, òî
|λfn| ≤ ω
(
ln(1 + |λ|√e))+ 4 ln 2 ln(e+ ln 2)2θn
2pi
+ 4
pi∫
−pi
ω
(
βn
2 Prn(θ)
) dθ
2pi
.
Îöåíèì îòäåëüíî òðåòüå ñëàãàåìîå â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå. Äëß ýòîãî
çàìåòèì, ÷òî
Pr(θ) =
1− r2
(1− r)2 + 4r sin2 θ2
≤ 1− r
2
(1− r)2 + 4r ( θpi )2 =
1 + r
1− r
1
1 +
( 2√rθ
(1−r)pi
)2 .
Ïîýòîìó
ω
(
βn
2 Prn(θ)
) ≤ βn
2
1 + rn
1− rn
1
1 +
( 2√rnθ
(1−rn)pi
)2 ln(e+βn2 1 + rn1− rn 11 + ( 2√rnθ(1−rn)pi )2
)
≤
≤ βn
1− rn
1
1 +
( 2√rnθ
(1−rn)pi
)2 ln(e+ 11− rn
)
è, çíà÷èò,
pi∫
−pi
ω
(
βn
2 Prn(θ)
) dθ
2pi
≤ βn
1− rn ln
(
e+
1
1− rn
) pi∫
−pi
1
1 +
( 2√rnθ
(1−rn)pi
)2 dθ2pi .
Ñäåëàåì â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå çàìåíó ïåðåìåííîé ϕ = 2
√
rnθ/(pi(1−rn)),
îòêóäà
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pi∫
−pi
ω
(
βn
2 Prn(θ)
) dθ
2pi
≤ βn
1− rn ln
(
e+
1
1− rn
)1− rn
4
√
rn
+∞∫
−∞
dϕ
1 + ϕ2
≤
≤ βn ln
(
e+
1
1− rn
)pi
4
1√
rn
.
Åñëè rn ≥ 14 , òî ïîñëåäíßß îöåíêà äàåò
pi∫
−pi
ω
(
βn
2 Prn(θ)
) dθ
2pi
≤ pi
2
βn ln
(
e+
1
1− rn
)
,
à åñëè 0 ≤ rn < 14 , òî Prn(θ) ≤ 1+rn1−rn ≤ 2 è, çíà÷èò,
βn
2 Prn(θ) ≤ βn, îòêóäà
pi∫
−pi
ω
(
βn
2 Prn(θ)
) dθ
2pi
≤ βn ln(e+ βn) ≤ βn ln
(
e+
1
1− rn
)
,
òàê êàê βn ≤ 1 ≤ 1/(1− rn). Èòàê, îêîí÷àòåëüíî,
|λfn| ≤ ω
(
ln(1 + |λ|√e))+ 8 ln2 2
pi
θn +
pi
2
βn ln
(
e+
1
1− rn
)
.
Ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûõ, ñîãëàñíî âûáîðó θn è óñëîâèþ íà βn è rn,
ñòðåìßòñß ê íóëþ, ïîýòîìó äëß ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñß òàêîå n0 ∈ N,
÷òî äëß âñåõ n, íà÷èíàß ñ íîìåðà n0, êàæäîå èç ýòèõ äâóõ ñëàãàåìûõ íå
ïðåâîñõîäèò ε/3. Âûáèðàß λn0 > 0 èç óñëîâèß, ÷òîáû áûëè âûïîëíåíû
λn0 ≤ 1 è ω
(
ln(1 + λn0
√
e)
)
< ε/3, ïîëó÷èì, ÷òî ïðè |λ| ≤ λn0 è n ≥ n0
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |λfn| < ε. Òàê êàê N lnN ïðåäñòàâëßåò ñîáîé
F -ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρ, òî äëß êàæäîãî n ∈ N, n < n0,
íàéäåòñß λn > 0, ÷òî |λfn| < ε ïðè |λ| ≤ λn. Ïîëàãàß λ0 = min(λ1, . . . , λn0),
èìååì |λfn| < ε ïðè |λ| ≤ λ0 äëß âñåõ n ∈ N. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (fn) îãðàíè÷åíà â N lnN .
Çàìå÷àíèå 10.3. Â ñòàòüå [90, òåîðåìà 4.4] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå
ëåììû íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fn) áûëà
îãðàíè÷åííîé â ïðîñòðàíñòâå M , ñîäåðæàùåì N lnN â êà÷åñòâå ñâîåãî
ïëîòíîãî ïîäìíîæåñòâà, ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè rn → 1 ïðè n→∞.
Òàê êàê òîïîëîãèß ïðîñòðàíñòâàM , ñóæåííàß íà N lnN , íå ñèëüíåå åñòå-
ñòâåííîé òîïîëîãèèN lnN (ñì. äîêàçàòåëüñòâî èìïëèêàöèè (2)⇒ (3) òåî-
ðåìû 5.1), òî óñëîâèå ëåììû ßâëßåòñß òàêæå íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì
äëß îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fn) è â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà
N lnN , åñëè òîëüêî rn → 1 ïðè n→∞.
Òåîðåìà 10.4. Äëß òîãî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (bn)n∈Z+ áûëà êî-
ýôôèöèåíòíûì ìóëüòèïëèêàòîðîì èç N lnN â Hp (0 < p ≤ +∞), íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíßëîñü ñîîòíîøåíèå
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bn = O
(
exp
[
−c
√
n
ln(e+ n)
])
ïðè n→∞ (10.8)
äëß íåêîòîðîãî c > 0.
Çàìå÷àíèå 10.5. Èç óòâåðæäåíèß òåîðåìû âèäíî, ÷òî âèä êîýôôèöèåíò-
íûõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ èç N lnN â Hp íå çàâèñèò îò ïîêàçàòåëß p > 0.
Äîêàçàòåëüñòâî (òåîðåìû). Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèß òåîðåìû î÷åâèäíà
ââèäó îöåíêè òåîðåìû 10.1, òàê êàê ðßä
∑
anbn â ýòîì ñëó÷àå ñõîäèòñß àá-
ñîëþòíî äëß ëþáîé ôóíêöèè (9.29) èç êëàññà N lnN , è ïîýòîìó ôóíêöèß
(9.30) ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ãîëîìîðôíóþ âíóòðè è íåïðåðûâíóþ íà çàìû-
êàíèè åäèíè÷íîãî êðóãà U ôóíêöèþ è, â ÷àñòíîñòè, ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó H∞ îãðàíè÷åííûõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â êðóãå U . Èñêîìîå
óòâåðæäåíèå ñëåäóåò òîãäà èç âêëþ÷åíèß H∞ ⊆ Hp (0 < p ≤ +∞).
Äëß äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè óñëîâèß òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêà-
çàòü, ÷òî
bn = O
(
exp
[
−cn
√
n
ln(e+ n)
])
ïðè n→∞ (10.9)
äëß ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (cn), óäîâëåòâîðßþùåé óñëîâèþ cn ↓ 0 ïðè
n → ∞ (ëåììà 9.16). Áåç îãðàíè÷åíèß îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü cn ≤ 1
ïðè n ∈ N. Áîëåå òîãî, â ñèëó íåðàâåíñòâà cn ≤ max(cn, 1/nβ), íåðàâåí-
ñòâî (10.9) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëß ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé cn ↓ 0, n → ∞,
óäîâëåòâîðßþùèõ óñëîâèþ (9.45), ãäå β > 0 áóäåò îïðåäåëåíî íèæå.
Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè βn = c2n/ ln(e + n) è rn = 1 − 1/n äëß
âñåõ n ∈ N. ßñíî, ÷òî βn ↓ 0 è rn ↑ 1 ïðè n → ∞. Áîëåå òîãî, äëß (βn) è
(rn) âûïîëíåíî óñëîâèå ëåììû 10.2. Äåéñòâèòåëüíî,
βn ln
(
e+
1
1− rn
)
=
c2n
ln(e+ n)
ln(e+ n) = c2n → 0 ïðè n→∞.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé (fn), îïðåäåëåííàß â ëåì-
ìå 10.2, îãðàíè÷åíà â ïðîñòðàíñòâå N lnN . Ïîñêîëüêó ìóëüòèïëèêàòîð
B = (bn)n∈Z+ , ðàññìàòðèâàåìûé êàê îïåðàòîð èç N lnN â H
p (p > 0),
ßâëßåòñß îãðàíè÷åííûì, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Bfn) îãðàíè÷åíà â ïðî-
ñòðàíñòâå Hp, òî åñòü |Bfn|Hp ≤ C, n ∈ N, äëß íåêîòîðîé êîíå÷íîé ïîñòî-
ßííîé C, ãäå | · |Hp îáîçíà÷àåò ñòàíäàðòíóþ íîðìó (êâàçèíîðìó â ñëó÷àå
p < 1) â Hp.
Â ñèëó îöåíêè (1.11) èìååì
|ak(Bfn)| ≤ C1/αpn1/αp−1, ãäå αp = min(1, p),
è ïîýòîìó ln |ak(Bfn)| ≤ O(lnn) ïðè n→∞. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî îïðåäå-
ëåíèþ ìóëüòèïëèêàòîðà, ak(Bfn) = bkak(fn), ÷òî â òåðìèíàõ ôóíêöèé gc,
îïðåäåëåííûõ â ïóíêòå 9.1.2, ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó
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ak(Bfn) = bkr
k
nak(gβn), k ∈ Z+, n ∈ N. Ñîãëàñíî òåîðåìå 9.3 ñïðàâåä-
ëèâî íåðàâåíñòâî ak(gβn) ≥ 2
√
βnk + O(lnβn) + O(ln k) ïðè n, k → ∞.
Îáúåäèíßß ïîëó÷åííûå îöåíêè, ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ó÷è-
òûâàþùèõ íåðàâåíñòâà (9.45), ïîëó÷àåì
ln |bk| ≤ −2cn
√
k
ln(e+ n)
+ k ln rn +O(lnn) +O(ln k) ïðè n, k →∞.
Ïîëàãàß â ýòîì íåðàâåíñòâå n = k, èìååì
ln |bn| ≤ −2cn
√
n
ln(e+ n)
+ n ln rn +O(lnn) ïðè n→∞,
è òàê êàê n ln rn ∼ n(1− rn) = 1 = O(lnn), òî
ln |bn| ≤ −2cn
√
n
ln(e+ n)
+O(lnn) ïðè n→∞.
Âûáèðàß â íåðàâåíñòâàõ (9.45) ÷èñëî β ïîëîæèòåëüíûì è ìåíüøèì 1/2,
ïîëó÷àåì lnn = o
(
cn
√
n/ ln(e+ n)
)
ïðè n → ∞, è, ñëåäîâàòåëüíî, äëß
íåêîòîðîãî n0 ∈ N âûïîëíåíî
ln |bn| ≤ −cn
√
n
ln(e+ n)
ïðè n ≥ n0.
Ïîëàãàß A = max(0, ln |bn|+cn
√
n/ ln(e+ n), n = 0, 1, . . ., n0−1), ïðèõîäèì
ê íåðàâåíñòâó
ln |bn| ≤ A− cn
√
n
ln(e+ n)
, n ∈ Z+,
÷òî î÷åâèäíûì îáðàçîì ðàâíîñèëüíî èñêîìîìó (10.9).
Ñëåäñòâèå 10.6 (èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû). Ïðîñòðàíñòâî N lnN
íå ßâëßåòñß ëîêàëüíî-îãðàíè÷åííûì; äðóãèìè ñëîâàìè, íèêàêîé øàð ïî-
ëîæèòåëüíîãî ðàäèóñà â N lnN íå ßâëßåòñß îãðàíè÷åííûì (â ëèíåéíî-
òîïîëîãè÷åñêîì ñìûñëå) ìíîæåñòâîì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü ÷òî
øàð (ìîæíî ñ÷èòàòü, ñ öåíòðîì â íóëå) ïîëîæèòåëüíîãî ðàäèóñà ε îãðàíè-
÷åí â N lnN . Ïîëîæèì, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 10.4,
βn = c
2/ ln(e+n) è rn = 1− 1/n, n ∈ N, ãäå c > 0, è îïðåäåëèì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ôóíêöèé (fn) ïî ôîðìóëàì (10.7). Òîãäà βn ln(e + 11−rn ) = c
2.
Ñîãëàñíî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 10.2, âûáèðàß c > 0 äîñòàòî÷íî ìàëûì,
ìîæíî íàéòè òàêîå ÷èñëî λ0 > 0 è òàêîé íàòóðàëüíûé íîìåð n0, ÷òî íà÷è-
íàß ñ ýòîãî íîìåðà âñå ôóíêöèè λ0fn áóäóò ëåæàòü â øàðå B(0, ε) ðàäèóñà
ε ñ öåíòðîì â íóëå. Òàê êàê øàð B(0, ε), ïî ïðåäïîëîæåíèþ, îãðàíè÷åí
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â N lnN è êîíå÷íîå ÷èñëî ôóíêöèé íå âëèßåò íà îãðàíè÷åííîñòü ìíî-
æåñòâà, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (λ0fn) îãðàíè÷åíà. Â ñèëó îãðàíè÷åííî-
ñòè ëèíåéíûõ îïåðàöèé â N lnN , îãðàíè÷åíà è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fn).
Ñëåäóß äàëåå äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 10.4, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé
êîýôôèöèåíòíûé ìóëüòèïëèêàòîð (bn)n∈Z+ èç N lnN â H
p èìååò îöåíêó
bn = O
(
exp
[
−c
√
n
ln(e+ n)
])
ïðè n→∞,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò äîñòàòî÷íîñòè óñëîâèß òåîðåìû 10.4.
10.3. Ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íà N lnN
Ïîëíàß õàðàêòåðèñòèêà êîýôôèöèåíòíûõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ èçN lnN
â H∞, ïîëó÷åííàß â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ïîçâîëßåò íàéòè îáùèé âèä ëè-
íåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íàä N lnN .
Òåîðåìà 10.7. Äëß ëþáîãî íåïðåðûâíîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà φ íà
ïðîñòðàíñòâå N lnN ñóùåñòâóåò òàêàß åäèíñòâåííàß ôóíêöèß
g(z) =
∞∑
n=0
bnz
n, z ∈ U, (10.10)
ñ êîýôôèöèåíòàìè Òåéëîðà, óäîâëåòâîðßþùèìè óñëîâèþ (10.8), ÷òî
φ(f) = lim
r→1−
pi∫
−pi
f(reiθ)g(e−iθ)
dθ
2pi
=
∞∑
n=0
anbn, (10.11)
äëß ëþáîé ôóíêöèè f ∈ N lnN ñ ðàçëîæåíèåì (9.29), ïðè÷åì ðßä â ïðà-
âîé ÷àñòè (10.11) ñõîäèòñß àáñîëþòíî è áûñòðåå ëþáîãî ñòåïåííîãî ðß-
äà âèäà
∑
1/(n+ 1)p, p > 1.
Îáðàòíî, åñëè ôóíêöèß g èìååò ðàçëîæåíèå (10.10) ñ êîýôôèöèåí-
òàìè Òåéëîðà, óäîâëåòâîðßþùèìè óñëîâèþ (10.8), òî ïðåäåë è ñóììà
â ïðàâîé ÷àñòè (10.11) ñóùåñòâóþò è ðàâíû äëß ïðîèçâîëüíîé ôóíê-
öèè f èç ïðîñòðàíñòâà N lnN , è ôóíêöèîíàë φ, îïðåäåëßåìûé ôîðìóëîé
(10.11), ßâëßåòñß ëèíåéíûì íåïðåðûâíûì ôóíêöèîíàëîì íà ïðîñòðàí-
ñòâå N lnN .
Äëß äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ïîíàäîáèòñß íåêîòîðîå âñïîìîãàòåëüíîå
óòâåðæäåíèå, êîòîðîå äîêàçûâàåòñß òàê æå, êàê è àíàëîãè÷íîå óòâåðæäå-
íèå äëß ïðîñòðàíñòâ Ïðèâàëîâà (ñì. ñëåäñòâèå 3.10).
Ëåììà 10.8. Äëß ëþáîé ôóíêöèè f ∈ N lnN ñåìåéñòâî ôóíêöèé {fζ}ζ∈U ,
ãäå fζ(z) = f(ζz), z ∈ U , îáðàçóåò îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â N lnN .
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Äîêàçàòåëüñòâî (òåîðåìû). Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü φ  íåïðåðûâíûé
ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà N lnN è f  ïðîèçâîëüíàß ôóíêöèß êëàñ-
ñà N lnN . Îïðåäåëèì ôóíêöèþ h ðàâåíñòâîì h(ζ) = φ(fζ), ζ ∈ U , ãäå
ôóíêöèè fζ îïðåäåëåíû â ëåììå 10.8. Òàê êàê ñåìåéñòâî ôóíêöèé {fζ}
îãðàíè÷åíî â N lnN è ôóíêöèîíàë φ íåïðåðûâåí è ëèíååí, òî h  îãðà-
íè÷åííàß ôóíêöèß â êðóãå U . Äëß êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî ζ ∈ U ðßä
Òåéëîðà ôóíêöèè fζ ñõîäèòñß â êðóãå U ðàâíîìåðíî, à çíà÷èò, è â ìåò-
ðèêå ïðîñòðàíñòâà N lnN , ïîýòîìó, â ñèëó ëèíåéíîñòè è íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèîíàëà φ, èìååì
h(ζ) = φ(fζ) = lim
N→∞
φ
( N∑
n=0
anζ
nzn
)
=
= lim
N→∞
N∑
n=0
anζ
nφ(zn) =
∞∑
n=0
bnanζ
n, ζ ∈ U, (10.12)
ãäå an  êîýôôèöèåíòû Òåéëîðà ôóíêöèè f â íóëå è bn = φ(zn),
n ∈ Z+, ïðè÷åì ðßä â ïðàâîé ÷àñòè (10.12) ñõîäèòñß ïðè êàæäîì ζ ∈ U .
Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèß h îãðàíè÷åíà è ãîëîìîðôíà â åäèíè÷íîì êðóãå
U , òî åñòü ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó H∞. Êðîìå òîãî, èç ïðåäñòàâëåíèß
(10.12) âèäíî, ÷òî ôóíêöèß h ßâëßåòñß îáðàçîì ôóíêöèè f ïðè ìóëüòè-
ïëèêàòîðå (bn)n∈Z+ . Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî (bn)n∈Z+  êîýôôè-
öèåíòíûé ìóëüòèïëèêàòîð èç N lnN â H∞. Ñîãëàñíî òåîðåìå 10.4, äëß
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (bn)n∈Z+ âûïîëíåíî óñëîâèå (10.8), èç êîòîðîãî ñëå-
äóåò, ÷òî ðßä
∑
anbn ñõîäèòñß (è áûñòðåå ëþáîãî ñòåïåííîãî ðßäà) äëß
ëþáîé ôóíêöèè f ñ ðàçëîæåíèåì (9.29) (òåîðåìà 10.1). Ïî âòîðîé òåîðåìå
Àáåëß, ñóùåñòâóåò ïðåäåë
lim
r→1−
∞∑
n=0
bnanr
n =
∞∑
n=0
bnan. (10.13)
Òàê êàê fr → f ïðè r → 1− â ìåòðèêå ρ (òåîðåìà 5.7) è ôóíêöèîíàë
φ  íåïðåðûâåí, òî φ(f) = lim
r→1−
φ(fr) = lim
r→1−
h(r). Äëß äîêàçàòåëüñòâà
ïðåäñòàâëåíèß (10.11) îñòàëîñü çàìåòèòü ðàâåíñòâî (10.12) è ðàâåíñòâî
h(r) =
∞∑
n=0
anbnr
n =
pi∫
−pi
f(reiθ)g(e−iθ)
dθ
2pi
, 0 ≤ r < 1, (10.14)
ßâëßþùååñß ðàâåíñòâîì Ïàðñåâàëß äëß ôóíêöèé fr è g¯ íà åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè T .
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (bn)n∈Z+ óäîâëåòâîðßåò
óñëîâèþ (10.8) è f  ïðîèçâîëüíàß ôóíêöèß êëàññà N lnN ñ ðàçëîæåíèåì
(9.29). Òîãäà ðßä
∑
anbn ñõîäèòñß (òåîðåìà 10.1), è ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî (10.13).
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Îïðåäåëèì äëß êàæäîãî 0 ≤ r < 1 ôóíêöèîíàë φr ðàâåíñòâîì
φr(f) =
∞∑
n=0
anbnr
n =
pi∫
−pi
f(reiθ)g(e−iθ)
dθ
2pi
,
ãäå ôóíêöèß f ∈ N lnN èìååò ðàçëîæåíèå (9.29) è g îïðåäåëåíà ôîð-
ìóëîé (10.10). Î÷åâèäíî, φr ëèíååí íà ïðîñòðàíñòâå N lnN äëß êàæäîãî
0 ≤ r < 1. Èç îöåíêè |φr(f)| ≤ M(f, r)M(g, 1) è òîãî, ÷òî ñõîäèìîñòü
â ìåòðèêå ρ ñèëüíåå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèé íà êîìïàêòàõ â
U , ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé φr íåïðåðûâåí íà N lnN . Êðîìå òîãî, ïðåäåë
lim
r→1−
φr(f) = lim
r→1−
∞∑
n=0
anbnr
n, ñîãëàñíî äîêàçàííîìó âûøå, ñóùåñòâóåò
äëß êàæäîé ôóíêöèè f ∈ N lnN . Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë φ ñîãëàñíî ðà-
âåíñòâó (10.11). Î÷åâèäíî, ÷òî φ ëèíååí, â ñèëó ëèíåéíîñòè φr, 0 ≤ r < 1.
Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè äëß F -ïðîñòðàíñòâ, φ 
íåïðåðûâåí, êàê ïîòî÷å÷íûé ïðåäåë ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíà-
ëîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå 10.9. Ïðîñòðàíñòâî N lnN íå ßâëßåòñß ëîêàëüíî-âûïóêëûì
â òîïîëîãèè ìåòðèêè ρ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî (ñì. [121, òåîðåìû 1, 2 è 3]), ÷òî ñóùåñòâóåò
íåïîñòîßííàß ñèíãóëßðíàß âíóòðåííßß ôóíêöèß S, îáëàäàþùàß ñëåäó-
þùèì ñâîéñòâîì: äëß ëþáîé ôóíêöèè g ∈ H2, îðòîãîíàëüíîé ïîäïðî-
ñòðàíñòâó SH2 = {Sf | f ∈ H2} è íå ðàâíîé òîæäåñòâåííî íóëþ, åå
êîýôôèöèåíòû Òåéëîðà bn íå ìîãóò óäîâëåòâîðßòü óñëîâèþ
bn = O
(
1
n1/2+ε
)
ïðè n→∞ (10.15)
íè äëß êàêîãî ε > 0.
Âîçüìåì òàêóþ ôóíêöèþ S è ðàññìîòðèì â N lnN ëèíåéíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî SN lnN = {Sf | f ∈ N lnN}. Òàê êàê îòîáðàæåíèå f 7→ Sf
ßâëßåòñß èçîìåòðèåé, òî SN lnN  çàìêíóòî, è òàê êàê S  íåïîñòîßí-
íà, òî SN lnN  ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî (1 /∈ SN lnN).
Äîïóñòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî N lnN ëîêàëüíî-âûïóêëî, òîãäà â N lnN
ñïðàâåäëèâà òåîðåìà ÕàíàÁàíàõà î ïðîäîëæåíèè ëèíåéíûõ íåïðåðûâ-
íûõ ôóíêöèîíàëîâ ñ ëèíåéíûõ çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ íà âñå ïðî-
ñòðàíñòâî. Â ÷àñòíîñòè, äëß ëþáîãî çàìêíóòîãî ñîáñòâåííîãî ëèíåéíî-
ãî ïîäïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé
ôóíêöèîíàë, ðàâíûé íóëþ íà ýòîì ïîäïðîñòðàíñòâå. Ïîýòîìó ñóùåñòâó-
åò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë φ 6≡ 0 íà N lnN , ÷òî φ(f) = 0
äëß âñåõ f ∈ SN lnN . Ñîãëàñíî äîêàçàííîé òåîðåìå 10.7, ôóíêöèîíàë φ
èìååò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå (10.11) äëß íåêîòîðîé ãîëîìîðôíîé â êðóãå
ôóíêöèè g ñ êîýôôèöèåíòàìè Òåéëîðà (bn), óäîâëåòâîðßþùèìè óñëîâèþ
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(10.8). ßñíî, ÷òî g ∈ H2. Òàê êàê φ(SN lnN) = 0 è ñïðàâåäëèâî ïðåä-
ñòàâëåíèå (10.11), òî äëß ëþáîé ôóíêöèè f ∈ H2 ôóíêöèß g¯ ∈ H2 ñ
êîýôôèöèåíòàìè Òåéëîðà (b¯n) îðòîãîíàëüíà Sf , òî åñòü g¯ îðòîãîíàëüíà
ïîäïðîñòðàíñòâó SH2. Ñîãëàñíî âûáîðó S, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (10.15) íå
âûïîëíßåòñß íè äëß êàêîãî ε > 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (10.8).
10.4. Íåêîòîðûå ñëåäñòâèß èç îñíîâíûõ
ðåçóëüòàòîâ ãëàâû
Äîêàçàííàß âûøå òåîðåìà 10.7 ïîçâîëßåò îáîñíîâàòü íåóëó÷øàåìîñòü
(ïî ïîðßäêó) îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ Òåéëîðà ôóíêöèé êëàññà N lnN ,
äàííîé â ïóíêòå 10.1.
Ñëåäñòâèå 10.10. Îöåíêà êîýôôèöèåíòîâ Òåéëîðà ôóíêöèé êëàññà
N lnN , äàâàåìàß òåîðåìîé 10.1, àñèìïòîòè÷åñêè íåóëó÷øàåìà. Áîëåå
òî÷íî, äëß ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè δn → 0 ïðè n → ∞ ñóùåñòâóåò
ôóíêöèß f ∈ N lnN ñ ðàçëîæåíèåì (9.29), äëß êîòîðîé
an 6= O
(
exp
[
δn
√
n
ln(e+ n)
])
ïðè n→∞.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàß ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü δn → 0 ïðè n → ∞, ÷òî äëß ëþáîé ôóíêöèè f ∈ N lnN ñ ðàç-
ëîæåíèåì (9.29) âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå
an = O
(
exp
[
δn
√
n
ln(e+ n)
])
ïðè n→∞.
Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn = exp[−δn
√
n/ ln(e+ n)]/(n + 1)2
äëß n ∈ Z+ è çàìåòèì, ÷òî ðßä
∑
anbn, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèß, ñõîäèòñß
äëß ëþáîé ôóíêöèè f ∈ N lnN ñ ðàçëîæåíèåì (9.29). Îïðåäåëèì, êðîìå
òîãî, ôóíêöèþ g ïî ôîðìóëå (10.10). Èç äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè
òåîðåìû 10.7 âèäíî, ÷òî ôóíêöèîíàë φ, îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé (10.11),
ëèíååí è íåïðåðûâåí íà N lnN . Èç íåîáõîäèìîñòè óñëîâèß òåîðåìû 10.7
òîãäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (bn) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ (10.8),
òî åñòü
1
(n+ 1)2
exp
[
−δn
√
n
ln(e+ n)
]
= O
(
exp
[
−c
√
n
ln(e+ n)
])
ïðè n → ∞ äëß íåêîòîðîãî c > 0. Ëîãàðèôìèðóß íåðàâåíñòâî è äåëß
íà
√
n/ ln(e+ n), íàõîäèì
−δn = −c+ 2 ln(n+ 1)
√
ln(e+ n)
n
+O
(√
ln(e+ n)
n
)
ïðè n→∞. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò áåñêîíå÷íîé ìàëîñòè δn.
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Ñëåäñòâèå 10.11. Îöåíêà (5.12) ðàâíîìåðíîãî ðîñòà ôóíêöèé êëàññà
N lnN , äàâàåìàß ñëåäñòâèåì 5.5, ßâëßåòñß íàèëó÷øåé âîçìîæíîé. Áîëåå
òî÷íî, äëß ëþáîé áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè r → 1− ôóíêöèè α(r), 0 ≤ r < 1,
íàéäåòñß òàêàß ôóíêöèß f ∈ N lnN , ÷òî
M(f, r) 6= O
(
exp
(
ω−1
[
α(r)
1 + r
1− r
]))
ïðè r → 1− .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâåäåì óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèß 10.11 ê ñëåäñòâèþ 10.10.
Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàß ôóíêöèß α(r), 0 ≤ r < 1, áåñêîíå÷íî
ìàëàß ïðè r → 1−, ÷òî äëß ëþáîé ôóíêöèè f ∈ N lnN ñïðàâåäëèâî ñî-
îòíîøåíèå
M(f, r) = O
(
exp
(
ω−1
[
α(r)
1 + r
1− r
]))
ïðè r → 1− .
Áåç îãðàíè÷åíèß îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî α(r)  âûïóêëàß ââåðõ
íåâîçðàñòàþùàß ôóíêöèß íà [0, 1). Òîãäà ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå
íåðàâåíñòâî ln(1+M(f, r)) ≤ ω−1[α(r) 1+r1−r ]+O(1) ïðè r → 1−. Àíàëîãè÷íî
ðàâåíñòâó (10.4) èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 10.1, äëß êàæäîãî n ∈ N ðàñ-
ñìîòðèì óðàâíåíèå
ω−1
(
α(r)
1 + r
1− r
)
= n ln
1
r
, (10.16)
êîòîðîå, êàê è óðàâíåíèå (10.4), èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü r = rn íà
èíòåðâàëå (0, 1). Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó âûïóêëîñòè ââåðõ äëß α(r), ëå-
âàß ÷àñòü íàïèñàííîãî ðàâåíñòâà íå óáûâàåò, à ïðàâàß óáûâàåò, ïðè÷åì
ïðè r → 0+ ëåâàß ÷àñòü èìååò êîíå÷íûé ïîëîæèòåëüíûé ïðåäåë (ðàâíûé
α(0)), à ïðàâàß ÷àñòü  ïðåäåë, ðàâíûé +∞, â òî âðåìß êàê ïðè r → 1−
ëåâàß ÷àñòü ñòðåìèòñß ê ïîëîæèòåëüíîìó (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íîìó) ïðå-
äåëó, à ïðàâàß  ê íóëþ. Ñóùåñòâîâàíèå èñêîìîãî êîðíß r = rn ñëåäóåò
òåïåðü èç òåîðåìû Êîøè î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè íåïðåðûâíîé ôóíê-
öèè. Êðîìå òîãî, rn → 1− ïðè n → ∞. Ïðîâîäß äàëüíåéøèå ðàññóæäå-
íèß àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 10.1, äëß ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè
f ∈ N lnN ñ ðàçëîæåíèåì (9.29) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî âèäà
ln |an| ≤ bn +O(1) ïðè n→∞,
ãäå bn ∼ 2
√
2α(rn)n
ln(e+n) ïðè n→∞  íå çàâèñèò îò âûáîðà ôóíêöèè f , à O(1),
âîîáùå ãîâîðß, çàâèñèò îò âûáîðà êîíêðåòíîé ôóíêöèè f . Ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò òàêàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü δn → 0 ïðè n→∞, âûáîð êîòîðîé
çàâèñèò òîëüêî îò ôóíêöèè α (ìîæíî âçßòü, íàïðèìåð, δn = 3
√
2α(rn)),
÷òî äëß ëþáîé ôóíêöèè f ∈ N lnN ñ ðàçëîæåíèåì (9.29) ñïðàâåäëèâî
àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî
an = O
(
exp
[
δn
√
n
ln(e+ n)
])
ïðè n→∞,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ äîêàçàííîãî ñëåäñòâèß 10.10. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ñëåäñòâèå 10.11.
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10.5. Íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå
äëß êëàññà N lnN
Êàê óòâåðæäàþò ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 10.4 è ñëåäñòâèå 10.9, ïðîñòðàí-
ñòâî N lnN ïðåäñòàâëßåò ñîáîé òèïè÷íûé îáðàçåö F -ïðîñòðàíñòâà  îíî
íå ßâëßåòñß íè ëîêàëüíî-îãðàíè÷åííûì, íè ëîêàëüíî-âûïóêëûì â òîïî-
ëîãèè ìåòðèêè ρ. Ïðîñòðàíñòâî N lnN èìååò ñîïðßæåííîå ïðîñòðàíñòâî,
îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì ðàçäåëåíèß, ïîýòîìó èìååò ñìûñë èñêàòü íàêðû-
âàþùåå åãî ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå. Â ïóíêòå 10.1 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âñßêàß
ôóíêöèß ïðîñòðàíñòâà N lnN èìååò êîýôôèöèåíòû Òåéëîðà, óäîâëåòâî-
ðßþùèå óñëîâèþ (10.1). Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ãîëîìîðôíûõ â U ôóíê-
öèé f ñ ðàçëîæåíèåì (9.29), óäîâëåòâîðßþùèõ óñëîâèþ (10.1), ñèìâîëîì
F lnF . Òîãäà
N lnN ⊆ F lnF.
Åñòåñòâåííóþ ëîêàëüíî-âûïóêëóþ òîïîëîãèþ íà F lnF ìîæíî ââåñòè ðàç-
íûìè ýêâèâàëåíòíûìè ñèñòåìàìè ïîëóíîðì, íàïðèìåð ñ ïîìîùüþ{
|f |′c =
∞∑
n=0
|an|e−c
√
n
ln(e+n)
}
c>0
èëè
{
|f |′′c = sup
n∈Z+
|an|e−c
√
n
ln(e+n)
}
c>0
,
ãäå (an) îáîçíà÷àåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ Òåéëîðà ôóíê-
öèè f ∈ F lnF . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðèíàäëåæíîñòü ãîëîìîðôíîé â
êðóãå ôóíêöèè f êëàññó F lnF ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ (5.12) èç ñëåäñòâèß
5.5. Îñíîâûâàßñü íà ýòîì ðåçóëüòàòå, â F lnF ìîæíî ââåñòè åùå îäíó
ñèñòåìó ïîëóíîðì
{
|f |′′′c =
1∫
0
M(f, r)e−ω
−1(c 1+r1−r )dr
}
c>0
èëè
{
|f |IVc = sup
0≤r<1
M(f, r)e−ω
−1(c 1+r1−r )
}
c>0
,
è ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòè ñèñòåìû ïîëóíîðì ýêâèâàëåíòíû ñèñòåìàì{| · |′c}c>0 è {| · |′′c}c>0. Òàê êàê òîïîëîãèþ, çàäàâàåìóþ ýòèìè ñèñòåìàìè
ïîëóíîðì, ìîæíî çàäàòü ñ÷åòíûì ÷èñëîì ïîëóíîðì (äîñòàòî÷íî îñòàâèòü,
íàïðèìåð, ëèøü ïîëóíîðìû ñ íîìåðàìè cn = 1/n, n ∈ N), òî ýòà òîïîëîãèß
ìåòðèçóåìà ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíòíîé ìåòðèêè ρ˜. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî
êëàññ F lnF îáðàçóåò ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå îòíîñèòåëüíî ýòîé ìåòðèêè.
Òåîðåìà 10.12. Ïðîñòðàíñòâî F lnF ßâëßåòñß íàêðûâàþùèì ïðîñòðàí-
ñòâîì Ôðåøå äëß F -ïðîñòðàíñòâà N lnN .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïëîòíîñòü N lnN â F lnF ñëåäóåò èç ïëîòíîñòè ìíî-
ãî÷ëåíîâ â F lnF . Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî òîïîëîãèß ïðîñòðàíñòâà N lnN
íå ñëàáåå ëîêàëüíî âûïóêëîé òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà F lnF , ñóæåííîé
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íà N lnN . Äëß ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åäèíè÷íûé øàð â ëþáîé
ïîëóíîðìå | · |IVc , c > 0, ñîäåðæèò íåêîòîðûé øàð â ìåòðèêå ρ ïîëî-
æèòåëüíîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íóëå. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì øàð
B(0, c) = {f ∈ N lnN | |f | < c}, òîãäà, ñîãëàñíî îöåíêå (5.10) èç ñëåä-
ñòâèß 5.4, èìååì
ln(1 +M(f, r)) ≤ ω−1
(
1 + r
1− r |f |
)
<
< ω−1
(
1 + r
1− r c
)
äëß ëþáîé f ∈ B(0, c),
îòêóäà
M(f, r) < exp
[
ω−1
(
1 + r
1− r c
)]
è
|f |IVc = sup
0≤r<1
M(f, r)e−ω
−1(c 1+r1−r ) < 1, f ∈ B(0, c),
òî åñòü øàð B(0, c) â ìåòðèêå ρ ðàäèóñà c > 0 ñîäåðæèòñß â åäèíè÷íîì
øàðå â ïîëóíîðìå | · |IVc .
Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî çàïàñ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ
íà ïðîñòðàíñòâàõ N lnN è F lnF îäèí è òîò æå. Äëß ýòîãî îïðåäåëèì
îáùèé âèä íåïðåðûâíîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà íà F lnF .
ßñíî, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (bn)n∈Z+ óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ
(10.8) è ôóíêöèß g îïðåäåëåíà ñîãëàñíî (10.10), òî ôîðìóëà (10.11) îïðå-
äåëßåò äëß ëþáîé f ∈ F lnF íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë φ. Ýòî
äîêàçûâàåòñß òàê æå, êàê ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå â òåîðåìå 10.7,
ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàíñòâå F lnF âëå÷åò ðàâíîìåðíóþ
ñõîäèìîñòü íà êîìïàêòàõ âíóòðè U . Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, òî åñòü ÷òî
ëþáîé íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà F lnF ïðåäñòàâëßåòñß â
âèäå (10.11), ìîæíî äîêàçàòü òàê æå, êàê â òåîðåìå 10.7, îäíàêî çäåñü
ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ðßä Òåéëîðà êàæäîé ôóíêöèè f ∈ F lnF ñõîäèòñß
â ìåòðèêå ρ˜ ê èñõîäíîé ôóíêöèè f . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
fN (z) =
N∑
n=0
anz
n, z ∈ U, N ∈ Z+,
 ÷àñòè÷íàß ñóììà ðßäà Òåéëîðà ôóíêöèè f ∈ F lnF , òî
|fN − f |′c =
∞∑
n=N+1
|an|e−c
√
n
ln(e+n) → 0 ïðè N → +∞
äëß ëþáîãî c > 0, òî åñòü fN → f ïðè N → +∞ â òîïîëîãèè ïðîñòðàí-
ñòâà F lnF . Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè φ íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë
íà F lnF , òî äëß ëþáîé ôóíêöèè f ∈ F lnF ñ ðàçëîæåíèåì (9.29)
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φ(f) = lim
N→∞
φ
( N∑
n=0
anz
n
)
=
∞∑
n=0
anbn, (10.17)
ãäå bn = φ(zn) è ðßä â ïðàâîé ÷àñòè (10.17) ñõîäèòñß. Â ÷àñòíîñòè,
äëß ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè cn ↓ 0 ïðè n → ∞, ïîäñòàâëßß
â êà÷åñòâå ôóíêöèè f â ðàâåíñòâî (10.17) ôóíêöèþ ñ êîýôôèöèåíòàìè
Òåéëîðà exp
[
cn
√
n/ ln(e+ n)
]
, èìååì, ÷òî bn = o
(
exp
[−cn√n/ ln(e+ n) ])
ïðè n → ∞. Ñîãëàñíî ëåììå 9.16, ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(bn) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ (10.8). Îïðåäåëßß ôóíêöèþ g ïî ôîðìóëå
(10.10) è çàìå÷àß, ÷òî äëß ëþáîé ôóíêöèè f ∈ F lnF ñïðàâåäëèâû ðàâåí-
ñòâà (10.13) è (10.14), èç ïðåäñòàâëåíèß (10.17) ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå
(10.11).
Òàêèì îáðàçîì, çàïàñ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà ïðî-
ñòðàíñòâàõ N lnN è F lnF îäèíàêîâ, ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.
Çàìå÷àíèå 10.13. Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [10].
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Ïðîñòðàíñòâà â ïîëóïëîñêîñòè
Â íàñòîßùåé ãëàâå èññëåäóþòñß ñòðóêòóðíûå è ëèíåéíî-ìåòðè÷åñ-
êèå ñâîéñòâà äëß íåêîòîðûõ F -àëãåáð ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â ïîëó-
ïëîñêîñòè.
11.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèß è îñíîâíûå ïîíßòèß
11.1.1. Èñòîðè÷åñêàß ñïðàâêà
Ïóñòü D = {z = x+ iy ∈ C | y > 0}  âåðõíßß ïîëóïëîñêîñòü.
Èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ ñâîéñòâ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â ïîëóïëîñêî-
ñòè âïåðâûå âîçíèê â ðàáîòàõ Ý.Õèëëå è ß.Ä.Òàìàðêèíà, èíèöèèðîâàí-
íûõ èññëåäîâàíèßìè Ð.Å.À.×.Ïýëè è Í.Âèíåðà ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå è
ïðåäñòàâëåíèé ôóíêöèé àáñîëþòíî ñõîäßùèìñß èíòåãðàëîì Êîøè.
Â ÷àñòíîñòè, â ñòàòüßõ [81], [82] ðàññìàòðèâàëèñü êëàññû Hp(D), p ≥ 1,
ãîëîìîðôíûõ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè D ôóíêöèé f , óäîâëåòâîðßþùèõ
óñëîâèþ
sup
y>0
+∞∫
−∞
|f(x+ iy)|p dx < +∞.
Çàìåòèì, ÷òî ýòè êëàññû ìîæíî ñ÷èòàòü àíàëîãàìè êëàññè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ Õàðäè â åäèíè÷íîì êðóãå (ñì. ïàðàãðàô 1.1 äëß îäíîìåðíîãî
ñëó÷àß).
Ðåçóëüòàòû Ý.Õèëëå è ß.Ä.Òàìàðêèíà îòíîñèëèñü ê ñëó÷àþ p ≥ 1
è íå ìîãëè áûòü ïåðåíåñåíû íà ñëó÷àé p < 1. Íåêîòîðîå âðåìß ñïóñòß,
â 1936 ãîäó, ßïîíñêèé ìàòåìàòèê Ò.Êàâàòà â [87] èçó÷èë êëàññû Hp(D)
äëß ñëó÷àß p < 1. Âûâîäû Ò.Êàâàòû ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ,
íåïðèìåíèìûõ â ñëó÷àå p ≥ 1.
Ýòè èññëåäîâàíèß ïîëó÷èëè çíà÷èòåëüíîå è ñèñòåìíîå ðàçâèòèå â ðà-
áîòå Â.È.Êðûëîâà [30]. Â íåé áûëè äîêàçàíû íîâûå ñâîéñòâà è ïîëó÷å-
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íû âûøåóïîìßíóòûå ðåçóëüòàòû îäíîâðåìåííî äëß âñåõ êëàññîâ Hp(D),
p > 0.
Äîïîëíèòåëüíî èì áûë ñèñòåìàòè÷åñêè èçó÷åí àíàëîã äðóãîãî êëàñ-
ñè÷åñêîãî â ñëó÷àå êðóãà ïðîñòðàíñòâà (ïðîñòðàíñòâà ÎñòðîâñêîãîÍåâà-
íëèííû, ñì. ïàðàãðàô 1.1)  à èìåííî, êëàññ N(D) ãîëîìîðôíûõ â D
ôóíêöèé f , óäîâëåòâîðßþùèõ óñëîâèþ
sup
y>0
+∞∫
−∞
ln+ |f(x+ iy)| dx < +∞,
ãäå ln+ a = max(ln a, 0), a > 0, è ln+ 0 = 0.
Â ðàáîòå [108] ðàññìàòðèâàëñß êëàññ N∗(D), ñîäåðæàùèé âñå òàêèå
ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè f , ÷òî äëß íåêîòîðîé ôóíêöèè ϕ ∈ L1(R) âûïîë-
íßåòñß
ln(1 + |f(z)|) ≤ P [ϕ](z), z ∈ D, (11.1)
ãäå ïðàâàß ÷àñòü îáîçíà÷àåò èíòåãðàë Ïóàññîíà:
P [ϕ](z) =
1
pi
+∞∫
−∞
y
(x− t)2 + y2ϕ(t) dt, z = x+ iy ∈ D.
Äëß äàëüíåéøåãî ðàçâèòèß ýòîé îáëàñòè ßïîíñêèé ìàòåìàòèê ß.Èèäà
â ðàáîòe [85] ïîøåë ïî ïóòè îáîáùåíèß ïîíßòèß ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà íà
ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî q > 0. Îí ââåë êëàññû Nq(D), q > 0, îïðåäåëßåìûå
êàê ìíîæåñòâî ãîëîìîðôíûõ â D ôóíêöèé f , äëß êîòîðûõ
sup
y>0
+∞∫
−∞
lnq+ |f(x+ iy)| dx < +∞.
Ýòè êëàññû ßâëßþòñß àíàëîãàìè êëàññîâ È.È.Ïðèâàëîâà â êðóãå.
ß.Èèäà òàêæå ðàññìîòðåë êëàññ N∗(D), àíàëîãè÷íûé êëàññó N∗(D),
êîòîðûé îïðåäåëßåòñß íåðàâåíñòâîì (11.1) ñ ln+ |f(z)| â ëåâîé ÷àñòè.
Íà÷àâøååñß ñ ñåðåäèíû XX âåêà øèðîêîå èñïîëüçîâàíèå â òåîðèè
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ìåòîäîâ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ïðèâåëî ê
ðàñïðîñòðàíåíèþ ôóíêöèîíàëüíî-àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèß òàêæå íà
êëàññû Hp(D), p > 0, è N(D) (ñì. [83], [31], [70], ãäå ïîäâåäåíû íåêîòîðûå
èòîãè ñîîòâåòñòâóþùèõ èññëåäîâàíèé). Â îòëè÷èå îò êëàññîâ Hp(D), p >
0, êëàññû Nq(D), q > 0, íå îáðàçóþò ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ, ÷òî çà-
òðóäíßåò èçó÷åíèå èõ ñâîéñòâ ñ òî÷êè çðåíèß ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.
Â íàñòîßùåé ãëàâå èññëåäóþòñß ñòðóêòóðíûå è ëèíåéíî-ìåòðè÷åñêèå
ñâîéñòâà äëß íåêîòîðûõ F -àëãåáð ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â ïîëóïëîñêî-
ñòè. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî ñëåäóþùèì êëàññàì:
1) êëàññû Mq(D), q > 0, îïðåäåëßåìûå êàê ìíîæåñòâî âñåõ ãîëîìîðô-
íûõ â D ôóíêöèé, óäîâëåòâîðßþùèõ óñëîâèþ:
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+∞∫
−∞
lnq(1 + sup
y>0
|f(x+ iy)|) dx < +∞. (11.2)
Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýòèõ êëàññîâ â ñëó÷àå q = 1 èçó÷àëèñü â ðàáîòå [18];
2) êëàññû Nq(D), q > 0, îïðåäåëßåìûå êàê ìíîæåñòâî âñåõ ãîëîìîðô-
íûõ â D ôóíêöèé, óäîâëåòâîðßþùèõ óñëîâèþ:
sup
y>0
+∞∫
−∞
lnq(1 + |f(x+ iy)|) dx < +∞ (11.3)
(ñì. [108]).
Çàìå÷àíèå 11.1. Ðàññìàòðèâàåìûå êëàññû èìåþò îáîáùåíèå, ïîçâîëßþ-
ùåå îïðåäåëèòü èõ àíàëîãè÷íî êëàññó ϕ(N) â êðóãå (ïàðàãðàô 1.1). Ïóñòü
ϕ  íåîòðèöàòåëüíàß íåóáûâàþùàß ôóíêöèß íåîòðèöàòåëüíîãî àðãóìåí-
òà. Îïðåäåëèì êëàññ ϕ(M) êàê ìíîæåñòâî ãîëîìîðôíûõ â D ôóíêöèé,
äëß êîòîðûõ âûïîëíßåòñß ñëåäóþùåå óñëîâèå:
∞∫
−∞
ϕ(ln(1 + sup
y>0
|f(x+ iy)|)) dx < +∞.
Ðàññìîòðåâ â êà÷åñòâå ϕ ôóíêöèþ tq, t ≥ 0, q > 0, ïîëó÷àåì îïðåäåëåíèå
êëàññîâ Mq(D), q > 0.
Àíàëîãè÷íî, êëàññ ϕ(N) îïðåäåëßåòñß êàê ìíîæåñòâî ãîëîìîðôíûõ â
D ôóíêöèé, äëß êîòîðûõ
sup
y>0
∞∫
−∞
ϕ(ln(1 + |f(x+ iy)|)) dx < +∞.
11.1.2. Ìàêñèìàëüíûå ôóíêöèè
Îïðåäåëèì âåðòèêàëüíóþ ìàêñèìàëüíóþ ôóíêöèþ Mf äëß ôóíêöèè
f â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè êàê òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü ïî âñåì âåðòèêàëü-
íûì îòêðûòûì ëó÷àì x = x0, y > 0, òî åñòü Mf(x) = sup
y>0
|f(x+ iy)|.
Íàðßäó ñ ôóíêöèåé Mf(x), x ∈ R, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå âèäû ìàê-
ñèìàëüíûõ ôóíêöèé:
1) óãëîâóþ ìàêñèìàëüíóþ ôóíêöèþ Mαf(x) = sup
z∈Dα(x)
|f(z)| , x ∈ R,
ãäå Dα(x) îáîçíà÷àåò óãîë {z = ξ + iη ∈ D | |ξ − x| < αη};
2) ãîðèçîíòàëüíóþ ìàêñèìàëüíóþ ôóíêöèþ ÕàðäèËèòòëâóäà
gM (x) = sup
I⊃{x}
1
|I|
∫
I
|g(t)|dt, ãäå I  èíòåðâàë íà R, |I|  äëèíà èíòåðâàëà
I è g ∈ L1loc(R).
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11.1.3. Ñâßçè ìåæäó êëàññàìè
Ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî, â îòëè÷èå îò êëàññîâ Õàðäè
â êðóãå (ñì., íàïðèìåð, [41]), îáúåì êëàññîâ Õàðäè â ïîëóïëîñêîñòè íå
áóäåò ìîíîòîííî èçìåíßòüñß ñ èçìåíåíèåì p, òî åñòü åñëè ìû ðàññìîòðèì
p1, p2 è f ∈ Hp1(D), òî íåëüçß îïðåäåëåííî ñðàçó äëß âñåõ f óòâåðæäàòü,
÷òî f ∈ Hp2(D) èëè f /∈ Hp2(D). Îäíàêî, êàê è â ñëó÷àå ñ êðóãîì, âû-
ïîëíßåòñß âëîæåíèå äëß êëàññîâ N(D), à èìåííî:
⋃
Hp(D) ⊂ N(D) (ñì.
[30]).
Í.Ìî÷èçóêè â ðàáîòå [108] ïîêàçàë, ÷òî äëß 1 < p ≤ +∞
Hp(D) 6⊂ N1(D).
Äëß êëàññà M(D) èíòåðåñíûé ðåçóëüòàò â ñâîåé ðàáîòå [18] ïîëó÷èëà
Ë.Ì.Ãàíæóëà. Îíà äîêàçàëà ñëåäóþùèå âëîæåíèß äëß èçó÷àåìûõ êëàñ-
ñîâ:
Ëåììà 11.2. N∗(D) ⊃M1(D) ⊃
⋃
0<p≤1
Hp(D).
Åùå îäèí ðåçóëüòàò ñâßçàí ñî ñòðóêòóðîé êëàññà N∗(D). Îí áûë ïî-
ëó÷åí ß.Èèäîé â ðàáîòå [85].
Äëß êàæäîé íåîòðèöàòåëüíîé, íåóáûâàþùåé è âûïóêëîé ôóíêöèè ϕ
íà R, îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì lim
t→+∞
ϕ(t)
t = +∞, îïðåäåëßåòñß êëàññ Hϕ
òàêèõ ãîëîìîðôíûõ â D ôóíêöèé f , äëß êîòîðûõ
sup
y>0
+∞∫
−∞
ϕ(ln+ |f(x+ iy)|) dx < +∞.
Òîãäà óòâåðæäàåòñß, ÷òî
N∗(D) =
⋃
Hϕ,
ãäå îáúåäèíåíèå áåðåòñß ïî âñåì ôóíêöèßì ϕ ñ âûøåóêàçàííûìè ñâîé-
ñòâàìè. Ðàññìîòðåâ ôóíêöèþ ϕ = tq, q > 1, ïðè t ≥ 0, è ðàâíóþ íóëþ ïðè
t < 0, çàìåòèì, ÷òî êëàññ Hϕ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì Nq(D). Ïîýòîìó äëß
q > 1 âûïîëíßåòñß âëîæåíèå Nq(D) ⊂ N∗(D).
11.1.4. Èçâåñòíûå ãðàíè÷íûå ñâîéñòâà
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèß âåðòèêàëüíûõ è óãëîâûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé
ôóíêöèè f , îïðåäåëåííîé â ïîëóïëîñêîñòè D. Âåðòèêàëüíûì ãðàíè÷íûì
çíà÷åíèåì ôóíêöèè f â ãðàíè÷íîé òî÷êå x ∈ R íàçûâàåòñß ïðåäåë
f+(x) = lim
y→0+
f(x+ iy),
åñëè îí ñóùåñòâóåò. Ãîâîðßò, ÷òî ôóíêöèß f èìååò â òî÷êå x ∈ R óãëîâîå
ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå fˆ(x), åñëè fˆ(x) åñòü ïðåäåë ôóíêöèè f ïðè z → x
ïî ëþáîìó íåêàñàòåëüíîìó ïóòè.
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Â ýòîì ïóíêòå ñôîðìóëèðóåì èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñß ãðà-
íè÷íîãî ïîâåäåíèß ôóíêöèé èç îïðåäåëåííûõ êëàññîâ. Ïåðâûå ðåçóëüòà-
òû â ýòîé îáëàñòè ïîëó÷èë Â.È.Êðûëîâ â [30] äëß êëàññîâ Hp(D), p > 0,
è N(D).
Òåîðåìà 11.3. Åñëè f ∈ Hp(D), p > 0, òî
(1) îíà ïî÷òè âåçäå íà äåéñòâèòåëüíîé îñè èìååò óãëîâûå ïðåäåëüíûå
çíà÷åíèß fˆ(x);
(2) ïðåäåëüíàß ôóíêöèß fˆ(x) ïðèíàäëåæèò êëàññó Lp(R).
Òåîðåìà 11.4. Åñëè f ∈ Hp(D), p > 0, è E åñòü ëþáîå èçìåðèìîå ïîä-
ìíîæåñòâî R êîíå÷íîé èëè áåñêîíå÷íîé ìåðû, òî∫
E
|f(x+ iy)|pdx→
∫
E
|fˆ(x)|p dx, y → 0 + .
Òåîðåìà 11.5. Åñëè f(z) ∈ Hp(D), p > 0, òî
+∞∫
−∞
|f(x+ iy)− fˆ(x)|p dx→ 0, y → 0 + .
Òåîðåìà 11.6. Åñëè f ∈ Hp(D), p > 0, òî
+∞∫
−∞
|f(x+ iy)|p dx ↑
+∞∫
−∞
|fˆ(x)|p dx, y ↓ 0.
Òåîðåìà 11.7. Ôóíêöèß f ∈ N(D) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:
(1) f ïî÷òè âåçäå íà äåéñòâèòåëüíîé îñè èìååò óãëîâûå ïðåäåëüíûå
çíà÷åíèß fˆ(x), ïðè ýòîì äëß ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé èìååò ìåñòî íåðà-
âåíñòâî
+∞∫
−∞
ln+ |fˆ(x)| dx ≤M < +∞;
(2)
+∞∫
−∞
ln+ |f(x+ iy)| dx åñòü íåâîçðàñòàþùàß ôóíêöèß îò y; åñëè y ↓ 0,
òî
+∞∫
−∞
ln+ |f(x+ iy)| dx ↑ lim
y→0+
+∞∫
−∞
ln+ |f(x+ iy)| dx.
ß.Èèäà îáîáùèë ýòè ðåçóëüòàòû íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî q > 0.
Äëß êëàññîâ Ñìèðíîâà N∗(D) è N∗(D) ãðàíè÷íîå ïîâåäåíèå îïèñàëè
Í.Ìî÷èçóêè â [108] è ß.Èèäà â [85].
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Òåîðåìà 11.8. Äëß ôóíêöèè f ∈ N∗(D) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
lim
y→0+
+∞∫
−∞
ln+ |f(x+ iy)| dx =
+∞∫
−∞
ln+ |fˆ(x)| dx.
Ë.Ì.Ãàíæóëà â ñòàòüå [18] ïîêàçàëà, ÷òî ôóíêöèè êëàññà M(D) îá-
ëàäàþò âåðòèêàëüíûìè ãðàíè÷íûìè ïðåäåëàìè è âîçìîæåí ïðåäåëüíûé
ïåðåõîä ïîä çíàêîì èíòåãðàëà.
11.1.5. Ìåòðèêè â êëàññàõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé
Êàê óæå óïîìèíàëîñü, êëàññû N(D) è Nq(D), q > 0, íå îáðàçóþò ëè-
íåéíûõ ïðîñòðàíñòâ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèíàäëåæíîñòü ôóíêöèè f êëàññó
Nq(D), q > 0, òî åñòü âûïîëíåíèå ñâîéñòâà
sup
y>0
+∞∫
−∞
lnq+ |f(x+ iy)| dx < +∞,
íå âëå÷åò çà ñîáîé ïðèíàäëåæíîñòü ôóíêöèè 2f êëàññó Nq(D), q > 0.
Äëß êëàññîâ Hp(D), p > 0, M1(D) â ðàáîòàõ [18], [31] áûëî äîêàçàíî,
÷òî îíè îáðàçóþò ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà.
Ôóíêöèß ðàññòîßíèß
ρHp(f, g) = ‖f − g‖Hp , f, g ∈ Hp(D), p > 0,
ïîðîæäàåìàß õàðàêòåðèñòèêîé
‖f‖Hp =
(
+∞∫
−∞
|f(x+ iy)|p dx
)αp
,
αp = min(1, 1/p), f ∈ Hp(D), p > 0,
ïðåâðàùàåò êëàññ Hp(D), p > 0, â ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
(ñì. [19]).
Â êëàññàõ Mq(D) è Nq(D), q > 0, ìîæíî îïðåäåëèòü äâå íîâûå õàðàê-
òåðèñòèêè:
‖f‖Nq =
(
sup
y>0
+∞∫
−∞
lnq(1 + |f(x+ iy)|) dx
)αq
, f ∈ Nq(D),
‖g‖Mq =
(
+∞∫
−∞
lnq(1 +Mg(x)) dx
)αq
, g ∈Mq(D),
αq = min(1, 1/q), q > 0.
Òîãäà îïðåäåëåíèß êëàññîâ M q(D) è Nq(D) ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä:
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Îïðåäåëåíèå 11.9. Êëàññû Mq(D), q > 0, îïðåäåëßþòñß êàê ìíîæå-
ñòâî âñåõ ãîëîìîðôíûõ â D ôóíêöèé f , äëß êîòîðûõ ‖f‖Mq < +∞.
Îïðåäåëåíèå 11.10. Êëàññû Nq(D), q > 0, îïðåäåëßþòñß êàê ìíîæå-
ñòâî âñåõ ãîëîìîðôíûõ â D ôóíêöèé f , äëß êîòîðûõ ‖f‖Nq < +∞.
11.1.6. Êàíîíè÷åñêèå ôàêòîðèçàöèè
Êàê è â ñëó÷àå êðóãà (ñì. ðåçóëüòàòû, äîêàçàííûå â [62], [115]),
Â.È.Êðûëîâ â [30] ïîëó÷èë ôàêòîðèçàöèîííîå ïðåäñòàâëåíèå äëß ôóíê-
öèé êëàññà Hp(D), p > 0.
Òåîðåìà 11.11. Ïóñòü p > 0. Òîãäà ëþáàß ôóíêöèß f ∈ Hp(D) ïðåä-
ñòàâëßåòñß â âèäå ïðîèçâåäåíèß äâóõ ôóíêöèé:
f(z) = bf (z)g(z),
ãäå bf  ïðîèçâåäåíèå Áëßøêå äëß ôóíêöèè f :
bf (z) =
∏
(ν)
z − zν
z − z¯ν ·
|zν − i|
zν − i ·
|zν + i|
zν + i
,
ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zν} íóëåé ôóíêöèè f â D, óäîâëåòâîðßþùåé
óñëîâèþ ∑
(ν)
yν
1 + x2ν + y
2
ν
< +∞, zν = xν + iyν , yν > 0
ñõîäèìîñòè ïðîèçâåäåíèß bf , à ôóíêöèß g ∈ Hp(D), ïðè÷åì g(z) 6= 0,
z ∈ D, è ïî÷òè âåçäå íà äåéñòâèòåëüíîé îñè èìååò ïðåäåëüíûå çíà÷å-
íèß, ïî ìîäóëþ ðàâíûå ïðåäåëüíûì çíà÷åíèßì f .
Ñóùåñòâóåò áîëåå òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå äëß ôóíêöèé êëàññîâ
Hp(D), p > 0 (ñì., íàïðèìåð, [31]):
Òåîðåìà 11.12. Âñßêóþ ôóíêöèþ f ∈ Hp(D), p > 0, ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â ôîðìå
f(z) = Ceiαzb(z)d(z)g(z),
ãäå
(1) C  ïîñòîßííàß, ïî ìîäóëþ ðàâíàß åäèíèöå;
(2) α ≥ 0;
(3) bf  ôóíêöèß Áëßøêå, ñîñòàâëåííàß ïî íóëßì f â ïîëóïëîñêîñòè D;
(4)
d(z) = exp
1
pii
+∞∫
−∞
log q(t)
1 + tz
t− z
dt
t2 + 1
,
q(t)  íåîòðèöàòåëüíàß èçìåðèìàß ôóíêöèß, äëß êîòîðîé
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+∞∫
−∞
| log q(t)|
t2 + 1
dt < +∞,
+∞∫
−∞
|q(t)|p dt < +∞;
(5)
g(z) = exp
1
2pii
+∞∫
−∞
1 + tz
t− z dω(t),
ω(t)  íåâîçðàñòàþùàß ôóíêöèß îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè â ïðîìåæóòêå
(−∞,+∞) è ω′(t) = 0 ïî÷òè âåçäå.
Íàîáîðîò, âñßêàß ôóíêöèß f , ïðåäñòàâèìàß â óêàçàííîì âèäå, ïðèíàä-
ëåæèò êëàññó Hp(D), p > 0.
Àíàëîãè÷íàß òåîðåìà ñïðàâåäëèâà äëß êëàññà Êðûëîâà N(D):
Òåîðåìà 11.13. Âñßêàß ôóíêöèß f ∈ N(D) ïðåäñòàâèìà â âèäå
f(z) = Ceiαzb(z)d(z)g(z),
ãäå
(1) |C| = 1;
(2) α ≥ 0;
(3) bf  ôóíêöèß Áëßøêå;
(4)
d(z) = exp
1
pii
+∞∫
−∞
q(t)
1 + tz
t− z
dt
t2 + 1
,
q(t) èçìåðèìà è òàêàß, ÷òî
+∞∫
−∞
|q(t)|
t2 + 1
dt < +∞,
+∞∫
−∞
q+(t) dt < +∞,
ïðè÷åì q+(t) = max(0, q(t));
(5)
g(z) = exp
1
2pii
+∞∫
−∞
1 + tz
t− z dω(t),
ω(t)  ôóíêöèß îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè ñ ïðîèçâîäíîé, ïî÷òè âåçäå ðàâ-
íîé íóëþ, óäîâëåòâîðßþùàß ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: åñëè ÷åðåç p(t) îáî-
çíà÷èòü ïîëíóþ ïîëîæèòåëüíóþ âàðèàöèþ ω(t) â ïðîìåæóòêå (−∞, t],
òî
+∞∫
−∞
(1 + t2) dp(t) < +∞.
Íàîáîðîò, âñßêàß ôóíêöèß f , ïðåäñòàâèìàß â óêàçàííîì âèäå, ïðèíàä-
ëåæèò êëàññó N(D).
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11.1.7. Îöåíêè ðîñòà
Â êíèãå Ï.Êóñèñà [31] áûë äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:
Ëåììà 11.14. Åñëè f ∈ Hp(D), p > 0, òî |f(z)| ≤ C
y1/p
äëß íåêîòîðîé
êîíñòàíòû C, çàâèñßùåé òîëüêî îò f .
Â.È.Êðûëîâ â [30] äîêàçàë óòâåðæäåíèå:
Òåîðåìà 11.15. Åñëè f ∈ Hp(D), p > 0, òî
+∞∫
−∞
|f(x+ iy)|p dx åñòü ìîíî-
òîííàß íåâîçðàñòàþùàß ôóíêöèß îò y.
11.2. Ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà ìàêñèìàëüíûõ êëàññîâ
11.2.1. Àíàëîã òåîðåìû Ô. è Ì. Ðèññîâ è äðóãèå ãðàíè÷íûå
ñâîéñòâà
Ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà äîêàæåì ëåììó, êîòîðàß
ßâëßåòñß ïðßìûì àíàëîãîì ðåçóëüòàòà, äîêàçàííîãî â [19, ãë. III, òåîðå-
ìà 3.6] äëß ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.
Ëåììà 11.16. Åñëè q > 0 è u(z) ≥ 0  ñóáãàðìîíè÷íà â D, ïðè÷åì
+∞∫
−∞
(Mu(x))q dx < +∞, òî
+∞∫
−∞
(Mαu(x))
q dx ≤ Eq,α
+∞∫
−∞
(Mu(x))q dx
ñ êîíñòàíòîé Eq,α, çàâèñßùåé òîëüêî îò q è α.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì p, 0 < p < q, è ðàññìîòðèì ñëó÷àé α = 1.
Ïóñòü z = x + iy ∈ D1(t) = {|x − t| < y}. Ôóíêöèß u ñóáãàðìîíè÷íà â
∆(z, y/2)  êðóãå ñ öåíòðîì â z è ðàäèóñîì y/2. Ïðèìåíßß íåðàâåíñòâî
ÕàðäèËèòòëâóäà, äîêàçàííîå â [19, ëåììà 3.7] äëß ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíê-
öèé è âåðíîå ñ òåì æå äîêàçàòåëüñòâîì äëß ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé,
ïîëó÷èì ñ ó÷åòîì |x− t| < y îöåíêó
|u(z)|p ≤ 4Bp
piy2
∫∫
∆(z,y/2)
|u(ξ + iη)|p dξdη ≤
≤ Cp
y
∫
|ξ−x|<y/2
(Mu(ξ))p dξ ≤ Cp
y
∫
|ξ−t|<3y/2
(Mu(ξ))p dξ,
â êîòîðîé ïðàâàß ÷àñòü íå ïðåâîñõîäèò (3Cp)gM (t), ãäå g(ξ) = (Mu(ξ))p.
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî
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(M1u(t))
q ≤ Dp, q(gM (t))q/p.
Ñîãëàñíî ìàêñèìàëüíîé òåîðåìå ÕàðäèËèòòëâóäà [19, ãë. I, òåîðåìà 4.3]
è ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî q/p > 1 è g ∈ Lq/p (ïî óñëîâèþ ëåììû), ïîëó÷èì
+∞∫
−∞
(M1u(t))
q dt ≤ Dp, q
+∞∫
−∞
(gM (t))q/p dt ≤ Ep, q
+∞∫
−∞
(Mu(t))q dt.
Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè p, ôèêñèðóåì p = q/2, ÷òî äîêàçûâàåò ëåììó.
Â ñëó÷àå α 6= 1, ïîëó÷èì àíàëîãè÷íûå îöåíêè ñ êîíñòàíòàìè, çàâèñß-
ùèìè òàêæå îò α. Ëåììà äîêàçàíà.
Èç äîêàçàííîé ëåììû è ýëåìåíòàðíîãî íåðàâåíñòâàMf(x) ≤Mαf(x) âû-
òåêàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî â îïðåäåëåíèè êëàññîâ M q(D), q > 0, âåðòèêàëü-
íóþ ìàêñèìàëüíóþ ôóíêöèþMf(x), x ∈ R, ìîæíî çàìåíèòü óãëîâîé ìàê-
ñèìàëüíîé ôóíêöèåé Mαf(x), x ∈ R; òî åñòü f ∈ Mq(D) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà
+∞∫
−∞
lnq (1 +Mαf(x)) dx < +∞
äëß ëþáîãî α > 0.
Òåîðåìà 11.17 (àíàëîã òåîðåìû Ô. è Ì. Ðèññîâ). Ïóñòü f ∈M q(D),
q > 0. Òîãäà:
(1) f èìååò f+(x) ïî÷òè âñþäó íà R;
(2) ãðàíè÷íàß ôóíêöèß f+ îáëàäàåò ñâîéñòâîì
+∞∫
−∞
lnq
(
1 + |f+(x)|) dx < +∞;
(3) äëß fh(z) = f(z + ih), h > 0, âûïîëíßåòñß ðàâåíñòâî
lim
h→0+
+∞∫
−∞
lnq(1 +M(fh − f)(x)) dx = 0. (11.4)
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðèâåäåííîãî äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 11.16 ñëåäóåò,
÷òî êàæäàß ôóíêöèß f êëàññîâ Mq(D), q > 0, îãðàíè÷åíà ïî÷òè âî âñåõ
óãëàõ ñ âåðøèíàìè íà äåéñòâèòåëüíîé îñè, áèññåêòðèñàìè, ïåðïåíäèêó-
ëßðíûìè åé è ðàñòâîðà 2 arctgα äëß êàæäîãî α > 0. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî
òåîðåìå È.È.Ïðèâàëîâà ([41], [38]), êàæäàß ôóíêöèß f ∈ Mq(D), q > 0,
èìååò íåêàñàòåëüíûå ãðàíè÷íûå ïðåäåëû ïî÷òè âî âñåõ òî÷êàõ ïðßìîé R;
â ÷àñòíîñòè, îíà èìååò f+(x) ïî÷òè âñþäó íà R.
Îöåíèâàß ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ â (11.4) â âèäå
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lnq(1 +M(fh − f)(x)) ≤ lnq(1 + 2Mf(x)) ≤ 2q lnq(1 +Mf(x)),
ïî òåîðåìå Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, ïîëó÷èì
lim
h→0+
+∞∫
−∞
lnq(1+sup
y>0
|fh(z)−f(z)|) dx =
+∞∫
−∞
lim
h→0+
lnq(1+sup
y>0
|fh(z)−f(z)|) dx.
Ïîäûíòåãðàëüíàß ôóíêöèß â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ðàâíà íóëþ ïî÷òè âñþ-
äó íà R, â ñèëó ãîëîìîðôíîñòè ôóíêöèè f ∈Mq(D), q > 0.
11.2.2. Ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèß êëàññîâ Mq(D) è Nq(D)
Äëß äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà äàííîãî ïóíêòà íàì ïîòðå-
áóåòñß ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå:
Ëåììà 11.18. Âñßêàß ñóáãàðìîíè÷åñêàß ôóíêöèß v(z) ≥ 0, îïðåäåëåííàß
â D è óäîâëåòâîðßþùàß óñëîâèþ sup
y>0
+∞∫
−∞
vp(z) dx < +∞, p > 1, èìååò â
D ìàæîðàíòó u(z) â âèäå
u(z) =
 +∞∫
−∞
Py(x− t)vˆp(t) dt
1/p , (11.5)
ãäå Py(x − t) = 1pi · yy2+(x−t)2  ßäðî Ïóàññîíà â D è vˆ ∈ Lp(R), ïðè ýòîì
‖vˆ‖Lp ≤
(
sup
y>0
+∞∫
−∞
vp(x+ iy) dx
) 1
p
.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî èçâåñòíîé òåîðåìå äëß ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé
(ñì. [19, ãë. I, òåîðåìà 6.8]), ôóíêöèß vp èìååò ãàðìîíè÷åñêóþ ìàæîðàíòó
âèäà
+∞∫
−∞
Py(x − t) dµ(t), ãäå µ  íåêîòîðàß êîíå÷íàß ìåðà íà R. Áîëåå
òîãî, èç äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ëþáàß îãðàíè÷åííàß
ñóáãàðìîíè÷åñêàß ôóíêöèß â ïîëóïëîñêîñòè y > y0 äëß íåêîòîðîãî y0 > 0
îáëàäàåò ãàðìîíè÷åñêîé ìàæîðàíòîé, ïðåäñòàâèìîé â âèäå
uy0(z) =
+∞∫
−∞
Py−y0(x− t)vp(t+ iy0) dt.
Ïî òåîðåìå ÁàíàõàÀëàîãëó, çàìêíóòûé åäèíè÷íûé øàð ïðîñòðàí-
ñòâà, ñîïðßæåííîãî ê áàíàõîâó ïðîñòðàíñòâó, êîìïàêòåí â ñëàáîé òîïî-
ëîãèè. Â íàøåì ñëó÷àå, â ñèëó íåðàâåíñòâà
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+∞∫
−∞
vp(t+ iy0) dt ≤ sup
y>0
+∞∫
−∞
vp(x+ iy) dx,
ñåìåéñòâî ôóíêöèé v(t+ iy0) îãðàíè÷åíî â Lp(R) âåëè÷èíîésup
y>0
+∞∫
−∞
vp(x+ iy) dx
1/p .
Ïðîñòðàíñòâîì, ñîïðßæåííûì ê Lp(R), ßâëßåòñß ïðîñòðàíñòâî Lp′(R), ãäå
p′ = p/(p − 1), p′ > 1 (ñì. [42, ï. 102, ãë. 4]). Òîãäà ïî òåîðåìå Áàíàõà
Àëàîãëó ïîëó÷àåì, ÷òî ñåìåéñòâî v(t+ iy0) èìååò ñëàáûé ÷àñòè÷íûé ïðå-
äåë vˆ ∈ Lp(R) ïðè y0 → 0+, ‖vˆ‖Lp ≤
(
sup
y>0
+∞∫
−∞
vp(x+ iy) dx
)1/p
.
Äëß ßäðà Ïóàññîíà âûïîëíßåòñß íåðàâåíñòâî Py(x− t) ≤ cx,y/(1 + t2),
ãäå cx,y  çàâèñßùàß îò x è y ïîñòîßííàß, ïîýòîìó Py(x− t) ∈ Lq(R) äëß
ëþáîãî 1 ≤ q ≤ +∞. Òîãäà, ó÷èòûâàß ñóùåñòâîâàíèå ñëàáîãî ÷àñòè÷íîãî
ïðåäåëà vˆ è ñõîäèìîñòü Py−y0(x− t)→ Py(x− t), y0 → 0+, â ïðîñòðàíñòâå
Lp
′
(R), ïîëó÷àåì
uy0(z)→ u(z) =
+∞∫
−∞
Py(x− t)vˆp(t) dt, y → 0 + .
Òåîðåìà 11.19. Äëß q > 1 ìíîæåñòâî Mq(D) ñîâïàäàåò ñ ìíîæå-
ñòâîì Nq(D).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî âëîæåíèå Mq(D) ⊂ Nq(D)
ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà lnq(1 + |f(x + iy)|) < lnq(1 + Mf(x)) è îïðåäåëå-
íèé ïóíêòà 11.1.1. Ïóñòü òåïåðü ñïðàâåäëèâî (11.3). Ïðèìåíßß ëåììó ê
ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè v(z) = ln(1 + |f(x + iy)|), çàêëþ÷àåì, ÷òî v
èìååò ãàðìîíè÷åñêóþ ìàæîðàíòó u âèäà (11.5) ñ ôóíêöèåé v ∈ Lq(R) è
‖v‖Lq ≤ ‖f‖Nq . Ïî ëåììå èç [31, ãë.VIII, ï. C], äëß ãàðìîíè÷åñêîé ìàæî-
ðàíòû u ôóíêöèè v ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
|u(z)| ≤
( |x|
y
+ 2
)
vM (0).
Èñïîëüçóß äàëåå òåîðåìó ÕàðäèËèòòëâóäà ([19, ãë. I, òåîðåìà 4.3]) î
ñðàâíåíèè íîðì èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé ñ íîðìàìè èõ ãîðèçîíòàëüíûõ
ìàêñèìàëüíûõ ôóíêöèé, ïîëó÷èì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ:
‖Mαv‖Lq ≤ ‖Mαu‖Lq ≤ (2 + α)‖vM‖Lq ≤
≤ (2 + α)Aq‖v‖Lq ≤ (2 + α)Aq‖f‖Nq < +∞, (11.6)
ñ íåêîòîðîé êîíå÷íîé ïîñòîßííîé Aq > 0; ÷òî çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû.
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11.2.3. Ðàçëè÷íûå âëîæåíèß
Òåîðåìà 11.20.
⋃
0<p≤q
Hp(D) ⊂Mq(D).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå êëàññîâHp(D)
â òåðìèíàõ âåðòèêàëüíîé ìàêñèìàëüíîé ôóíêöèè Mf . À èìåííî: ôóíê-
öèß f , ãîëîìîðôíàß â D, ïðèíàäëåæèò Hp(D), p > 0, òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà Mf ∈ Lp(R) (ñì. [31, òåîðåìà ãë.VIII C ï. 2]). Ñ ó÷åòîì
ýëåìåíòàðíîãî íåðàâåíñòâà
lnq(1 + t) ≤
(
q
p
)q
tp, t ≥ 0, p ≤ q,
ïîëó÷àåì äîêàçûâàåìîå âëîæåíèå.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñß
Òåîðåìà 11.21.
⋃
0<p6q
Hp(D) ⊂ Nq(D).
Ïðîâåðèì, ÷òî ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèßõ q > 0 ïðîñòðàíñòâà Mq(D) íå
ñâßçàíû íèêàêèìè âêëþ÷åíèßìè. Äåéñòâèòåëüíî, äëß ôóíêöèè
f1(z) =
exp(z−α)
z2/q1
, 0 < q1 < 1α < q2, èìååì
+∞∫
−∞
lnq(1 +Mf1(x)) dx =
∞∫
−∞
lnq(1 +
exp(|x|−α)
|x|2/q1 ) dx =
=
−1∫
−∞
lnq(1 +
exp(|x|−α)
|x|2/q1 ) dx+
1∫
−1
lnq(1 +
exp(|x|−α)
|x|2/q1 ) dx+
+
+∞∫
1
lnq(1 +
exp(|x|−α)
|x|2/q1 ) dx = I1 + I2 + I3.
Èíòåãðàëû I1 è I3 ñõîäßòñß äëß ëþáûõ q ≥ q1, ïîñêîëüêó èõ ïîäûíòå-
ãðàëüíûå ôóíêöèè ýêâèâàëåíòíû 1|x|(2q/q1) ïðè |x| → +∞. Â ñèëó íåðàâåí-
ñòâà ln(1 + t) ≤ ln 2 + ln+ t äëß èíòåãðàëà I2 ñïðàâåäëèâà îöåíêà
1∫
−1
(|x|−α − 2
q1
ln |x|)q dx ≤ I2 ≤
1∫
−1
(ln 2 + |x|−α − 2
q1
ln |x|)q dx,
â êîòîðîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëîâ â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòßõ ïîëíîñòüþ çà-
âèñßò îò ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà äëß |x|−αq. Ïîñëåäíèé ñõîäèòñß ïðè q = q1
è ðàñõîäèòñß ïðè q = q2; ñëåäîâàòåëüíî, f1 ïðèíàäëåæèò êëàññó Mq1(D)
è íå ïðèíàäëåæèò êëàññó Mq2(D).
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëß ôóíêöèè f2(z) = z−α, 0 < q1 < 1α < q2 èìååì
+∞∫
−∞
lnq(1 +Mf2(x)) dx =
∞∫
−∞
lnq(1 + |x|−α) dx =
=
−1∫
−∞
lnq(1 + |x|−α) dx+
1∫
−1
lnq(1 + |x|−α) dx+
+∞∫
1
lnq(1 + |x|−α) dx =
= I4 + I5 + I6.
Èíòåãðàë I5 ñõîäèòñß äëß âñåõ q > 0, à ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè èíòå-
ãðàëîâ I4 è I6 ýêâèâàëåíòíû |x|−αq ïðè |x| → +∞, ïîýòîìó f2 ïðèíàäëå-
æèò êëàññó Mq2(D) è íå ïðèíàäëåæèò êëàññó Mq1(D).
11.2.4. Îöåíêè ðîñòà
Äîêàæåì òåïåðü íåêîòîðûå îöåíêè äëß ôóíêöèé êëàññîâ Mq(D) è
Nq(D). Íåðàâåíñòâî Ã.Õàðäè  Äæ.È.Ëèòòëâóäà (ñì. [78, ëåììà 5])
uq(z0) ≤ Cq
piR2
∫∫
|z−z0|≤R
uq(z)dxdy, q > 0, z = x+ iy,
âûïîëíåííîå äëß ëþáîé íåîòðèöàòåëüíîé ñóáãàðìîíè÷åñêîé â |z−z0| < R
ôóíêöèè u ñ ïîñòîßííîé Cq < +∞, íå çàâèñßùåé îò u, ïîçâîëßåò ïîëó÷àòü
îöåíêè ëîãàðèôìà ìîäóëß àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè â ëþáîé ïîëîæèòåëü-
íîé ñòåïåíè (êîãäà q ≥ 1, ïîñòîßííóþ Cq ìîæíî âçßòü ðàâíîé åäèíèöå).
Òåîðåìà 11.22. Äëß ëþáîé ãîëîìîðôíîé â D ôóíêöèè f è ëþáîãî q > 0
ñïðàâåäëèâà îöåíêà
lnq(1 + |f(x+ iy)|) ≤ Bq 1
2y
x+y∫
x−y
lnq(1 +Mf(ξ)) dξ, y > 0,
ñ êîíå÷íîé ïîñòîßííîé Bq, íå çàâèñßùåé îò f .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèß ln(1 + |f |) ßâëßåòñß ñóáãàðìîíè÷åñêîé â D
êàê êîìïîçèöèß ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè t = ln |f(z)| è ôóíêöèè
ϕ(t) = ln (1 + et), íåóáûâàþùåé è âûïóêëîé âíèç íà îáîáùåííîì ïðî-
ìåæóòêå [−∞,+∞). Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Ã.Õàðäè  Äæ.È.Ëèòòëâóäà,
äëß ëþáîé òî÷êè z = x+ iy ∈ D ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
lnq(1 + |f(z)|) ≤ Cq
piy2
∫∫
|ζ−z|<y
lnq(1 + |f(ζ)|)dξdη, ζ = ξ + iη,
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ñ êîíå÷íîé ïîñòîßííîé Cq, çàâèñßùåé òîëüêî îò q > 0. Çàìåíèì â ýòîì
íåðàâåíñòâå èíòåãðàë ïî êðóãó |ζ − z| < y íà èíòåãðàë ïî îïèñàííîìó
âîêðóã íåãî êâàäðàòó |ξ − x| < y, |η − y| < y è îöåíèì |f(ξ + iη)| ïîñðåä-
ñòâîì âåðòèêàëüíîé ìàêñèìàëüíîé ôóíêöèè Mf(ξ). Òîãäà èìååì
lnq(1 + |f(z)|) ≤ 2Cq
piy
x+y∫
x−y
lnq(1 +Mf(ξ)) dξ,
÷òî äîêàçûâàåò èñêîìîå ðàâåíñòâî ñ ïîñòîßííîé Bq = 4Cq/pi.
Ñëåäñòâèå 11.23. Äëß ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Mq(D), q > 0, ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî
ln(1 + |f(z)|) ≤ Eq‖f‖
βq
Mq
y1/q
, z = x+ iy ∈ D,
ãäå ïîñòîßííàß Eq íå çàâèñèò îò f è βq = max(1, 1/q).
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåíèì èíòåãðàë ïî èíòåðâàëó (x− y, x+ y), ó÷àñòâó-
þùèé â îöåíêå â òåîðåìå 11.22, íà èíòåãðàë ïî âñåé ïðßìîé R. Èçâëåêàß
êîðåíü q-îé ñòåïåíè èç ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà,
ïðèõîäèì ê äîêàçûâàåìîé îöåíêå ñ ïîñòîßííîé Eq = (Bq/2)
1/q.
Ñëåäñòâèå 11.24. Äëß ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Mq(D), q > 0, èìååì àñèìï-
òîòèêó
ln(1 + |f(x+ iy)|) = o(y−1/q), ïðè y → 0+,
ðàâíîìåðíóþ ïî x ∈ R.
Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå âûòåêàåò ñðàçó æå èç íåðàâåíñòâà òåîðå-
ìû 11.22 ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè èíòåãðàëà Ëåáåãà
îò ôóíêöèè lnq (1 +Mf).
Ñëåäñòâèå 11.25. Êàæäàß ôóíêöèß f êëàññà Mq(D), q > 0, ñõîäèòñß ê
íóëþ ïðè z →∞ ðàâíîìåðíî â ïîëóïëîñêîñòè Dy0 = {x+ iy | y ≥ y0}
äëß ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî y0 > 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â îñíîâó äîêàçàòåëüñòâà ïîëîæèì îöåíêó çíà÷åíèé
|f(z)| îòäåëüíî äëß îãðàíè÷åííûõ çíà÷åíèé y è îòäåëüíî äëß áîëüøèõ
çíà÷åíèé y.
Ïîëüçóßñü îáîçíà÷åíèßìè ñëåäñòâèß 11.23, äëß ëþáîãî ε > 0 íàéäåì
òàêîå Y > 0, ÷òî Eq‖f‖βqMq/y1/q < ln(1 + ε) ïðè y ≥ Y . Äàëåå, èñïîëüçóß
òîò ôàêò, ÷òî ôóíêöèß f ∈ Mq(D), q > 0, äëß ýòîãî Y íàéäåì òàêîå
X > 0, ÷òî ïðè |x| ≥ X è âñåõ y ∈ [−Y, Y ] èíòåãðàë
x+y∫
x−y
lnq(1 +Mf(ξ)) dξ <
2y0
Bq
lnq(1 + ε).
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Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðè |z| ≥ X + Y è y ≥ y0 âûïîëíåíî |f(z)| < ε.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè y ≥ Y , òî |f(z)| < ε ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 11.23, à åñëè
y ≤ Y , òî |x| ≥ X è ïîýòîìó îïßòü |f(z)| < ε ñîãëàñíî óæå òåîðåìå 11.22
è òîìó, ÷òî y ≥ y0.
Äëß êëàññîâ Nq(D), q ≥ 1, òàêæå ñóùåñòâóåò îöåíêà, àíàëîãè÷íàß
îöåíêå ñëåäñòâèß 11.23.
Òåîðåìà 11.26. Äëß ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Nq(D), q > 0, ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî
ln(1 + |f(z)|) ≤ Gq‖f‖Nq
y1/q
, z = x+ iy ∈ D,
ãäå ïîñòîßííàß Gq íå çàâèñèò îò f .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñóáãàðìîíè÷åñêóþ (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåî-
ðåìû 11.22) ôóíêöèþ u = ln(1 + |f |). Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ òî÷êó
z0 = x0 + iy0 â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè D. Ñîâåðøèì êîíôîðìíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå ïîëóïëîñêîñòè D íà åäèíè÷íûé êðóã U = {w | |w| < 1},
ïåðåâîäßùåå òî÷êó z0 â íà÷àëî êîîðäèíàò:
w =
z0 − z
z − z0 , z =
z0 + z0w
1 + w
.
Â ïëîñêîñòè w îïèøåì êðóã ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñà
ρ < 1. Òîãäà, ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó ÕàðäèËèòòëâóäà (ñì. äîêàçàòåëüñòâî
ëåììû 11.16), äëß ôóíêöèè U(w) = u( z0+z0w1+w )
Uq(0) ≤ Bq
piρ2
∫∫
|w|<ρ
Uq(w)
∣∣∣∣dwdz
∣∣∣∣2 dx dy.
Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè ρ → 1, òîãäà íåðàâåíñòâî ïðèìåò ñëåäóþùèé
âèä:
Uq(0) ≤ Bq
pi
∫∫
|w|<1
Uq(w)
∣∣∣∣dwdz
∣∣∣∣2 dx dy.
Ïîñëå îáðàòíîãî ïåðåõîäà ñ êðóãà íà ïîëóïëîñêîñòü ïîëó÷àåì
uq(z0) ≤ Bq
pi
∫∫
y>0
uq(z)
4y20
[(x− x0)2 + (y + y0)2]2 dx dy ≤
≤ Bq
pi
∫∫
y>0
uq(z)
4y20
(y + y0)4
dx dy.
Äàëåå ïðèìåíßåì òåîðåìó Ôóáèíè ê ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà:
lnq(1+ |f(z0)|) ≤ Bq
pi
+∞∫
0
4y20
(y + y0)4
+∞∫
−∞
lnq(1+ |f(x+iy)|) dx dy ≤ 4Bq
3pi
‖f‖Nq
y0
.
Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà z0 ïîëó÷àåì äîêàçûâàåìóþ îöåíêó.
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11.2.5. Ïðåäñòàâëåíèß ôóíêöèé èç Mq(D)
Òåîðåìà 11.27. Ïóñòü f ∈M q(D), q > 0. Òîãäà äëß ëþáîãî h > 0
f(z + ih) =
1
pi
+∞∫
−∞
y
(x− t)2 + y2 f(t+ ih) dt.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíßåì òåîðåìó Êîøè.
Ïóñòü ΓR  êîíòóð, ïîêàçàííûé íà ðèñóíêå, R → +∞, è ïóñòü
R sin θ0 = h. Òîãäà:
f(z + ih) =
1
2pii
∫
ΓR
f(ζ)
ζ − (z + ih) dζ =
1
2pii
∫
ΓR
f(ζ)
(ζ − ih)− z dζ =
=
1
2pii
R cos θ0∫
−R cos θ0
f(t+ ih) dt
t− z +
1
2pii
pi−θ0∫
θ0
f(reiθ)
Reiθ − ih− z iRe
iθ dθ.
Ïðè âñåõ áîëüøèõ R âòîðîé èíòåãðàë îãðàíè÷åí ÷èñëîì
J =
1
2pi
pi−θ0∫
θ0
|f(Reiθ)|
(
1 +O
(
1
R
))
dθ.
Òåïåðü âîñïîëüçóåìñß ñëåäñòâèåì 11.25 ïóíêòà 11.2.4, ñîãëàñíî êîòîðîìó
|f(Reiθ)| → 0 â Dh, h > 0, ïðè R→ +∞. Ïîýòîìó ïîëó÷àåì
f(z + ih) = lim
R′→+∞
1
2pii
R′∫
−R′
f(t+ ih) dt
t− z .
Äàëåå, ïóñòü z¯ + ih  âíå ΓR, òîãäà, ñíîâà ïî òåîðåìå Êîøè,
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0 =
1
2pii
∫
ΓR
f(ζ)
ζ − ih− z¯ =
=
1
2pii
R cos θ0∫
−R cos θ0
f(t+ ih) dt
t− z¯ +
1
2pii
pi−θ0∫
θ0
f(Reiθ)
Reiθ − ih− z¯ iRe
iθ dθ.
Ñíîâà ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 11.25 ïóíêòà 11.2.4, âòîðîé èíòåãðàë ñòðåìèòñß
ê íóëþ ïðè R→ +∞. Èòàê,
0 = lim
R′→+∞
1
2pii
R′∫
−R′
f(t+ ih) dt
t− z¯ .
Âû÷èòàß ýòî èç ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà è èñïîëüçóß ýëåìåíòàðíîå òîæ-
äåñòâî
1
t− z −
1
t− z¯ =
2iy
|t− z|2 =
2iy
(x− t)2 + y2 ,
ïîëó÷àåì
f(z + ih) =
1
pi
lim
R′→+∞
R′∫
−R′
yf(t+ ih) dt
(x− t)2 + y2 ,
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Òåîðåìà 11.28 (ôàêòîðèçàöèîííàß òåîðåìà). Ïóñòü q > 1. Òîãäà
ëþáàß ôóíêöèß f ∈ Mq(D) ïðåäñòàâëßåòñß â âèäå ïðîèçâåäåíèß äâóõ
ôóíêöèé:
f(z) = bf (z)F (z),
ãäå bf  ïðîèçâåäåíèå Áëßøêå äëß ôóíêöèè f :
bf (z) =
∏
(ν)
z − zν
z − z¯ν ·
|zν − i|
zν − i ·
|zν + i|
zν + i
,
ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zν} íóëåé ôóíêöèè f â D, óäîâëåòâîðßþùåé
óñëîâèþ ∑
(ν)
yν
1 + x2ν + y
2
ν
< +∞, zν = xν + iyν , yν > 0
ñõîäèìîñòè bf , à ôóíêöèß F ∈ Mq(D) è F (z) 6= 0, z ∈ D. È îáðàòíî,
åñëè ôóíêöèß f ïðåäñòàâëßåòñß â óêàçàííîì âèäå, òî îíà ïðèíàäëåæèò
êëàññó Mq(D).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ f ∈Mq(D) â âèäå
f(z) = bf (z)F (z),
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ãäå F ãîëîìîðôíà è íå èìååò íóëåé â D, è äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèß
F ∈Mq(D). Ðàññìîòðèì êîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèß Áëßøêå
bn(z) =
n∏
1
z − zν
z − z¯ν ·
|zν − i|
zν − i ·
|zν + i|
zν + i
,
â êîòîðûõ íóëè z1, z2, ..., zm, ... ôóíêöèè f ïåðåíóìåðîâàíû ñ ó÷åòîì êðàò-
íîñòè â ïîðßäêå âîçðàñòàíèß ìîäóëß. Îáîçíà÷èì Fn(z) =
f(z)
bn(z)
, òàê ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fn(z)} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñß ê F (z) íà êîìïàêòàõ èç
D. Òàê êàê |bf (z)| ≤ 1 äëß z = x + iy, y > 0 è |bf (x)| = 1 äëß ïî÷òè
âñåõ x ∈ R, òî äëß ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 è äëß êàæäîãî n íàéäåì òàêîå
hn,ε < 1, ÷òî |bn(x + ih)| > 1 − ε ïðè h < hn,ε èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
|Fn(x+ ih)| < |f(x+ih)|1−ε . Òàêèì îáðàçîì,
lnq(1+|Fn(x+ih)|) ≤ lnq(1+ 1
1− ε |f(x+ih)|) ≤
(
1
1− ε
)q
lnq(1+|f(x+ih)|).
Ïåðåõîäß ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0 è ôèêñèðîâàííîì n, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî
lim
h→0+
∞∫
−∞
lnq(1 + |Fn(x+ ih)|) dx ≤ lim
h→0+
∞∫
−∞
lnq(1 + |f(x+ ih)|) dx,
âåðíîå ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n. Çàìå÷àß, ÷òî èíòåãðàëû
∞∫
−∞
lnq(1 + |Fn(x+ ih)|) dx âîçðàñòàþò ïðè óìåíüøåíèè h, ïîëó÷èì
∞∫
−∞
lnq(1 + |Fn(x+ ih)|) dx ≤ lim
h→0+
∞∫
−∞
lnq(1 + |f(x+ ih)|) dx,
â êîòîðîì ëåâàß ÷àñòü îïðåäåëåíà äëß âñåõ h > 0. Â ïîñëåäíåì íåðàâåí-
ñòâå íà îñíîâàíèè ëåììû Ôàòó ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó ïðè n→ +∞:
∞∫
−∞
lnq(1 + |F (x+ ih)|) dx ≤ lim
h→0+
∞∫
−∞
lnq(1 + |f(x+ ih)|) dx. (11.7)
Ïîñêîëüêó ïðåäåë â ïðàâîé ÷àñòè íåpàâåíñòâà (11.7) ñóùåñòâóåò, òî
F ∈Mq(D) ñîãëàñíî (11.3) è òåîðåìå 11.19.
Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îãðàíè÷åííîñòè
ïðîèçâåäåíèß Áëßøêå â D è îïðåäåëåíèß êëàññîâ Mq(D). Òåîðåìà äî-
êàçàíà.
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11.3.1. Mq(D) êàê ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà
Êàê óæå ãîâîðèëîñü â ïàðàãðàôå 11.1, êëàññû Nq(D), q > 0, ñîäåð-
æàò âñå ôóíêöèè èç Hp(D), p > 0, íî óæå íå ßâëßþòñß ëèíåéíûìè ïðî-
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ñòðàíñòâàìè. Â îòëè÷èå îò Nq(D), ïðîñòðàíñòâà Mq(D), q > 0, îáëàäàþò
õîðîøèìè ìåòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè.
Ëåììà 11.29. Êëàññû Mq(D) ßâëßþòñß ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè
äëß âñåõ q > 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äâå ôóíêöèè  f è g, ïðèíàäëåæàùèå
êëàññó Mq(D) äëß íåêîòîðîãî q > 0. Âíà÷àëå äîêàæåì, ÷òî ñóììà f + g
ïðèíàäëåæèò êëàññó Mq(D), q > 0. Ýòî ñëåäóåò èç ýëåìåíòàðíûõ íåðà-
âåíñòâM(f +g) ≤Mf +Mg è ln(1+Mf +Mg) ≤ ln(1+Mf)+ln(1+Mg).
Äàëåå ïðèìåíèâ èíòåãðàëüíîå íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî â ñëó÷àå q > 1: +∞∫
−∞
|a(x) + b(x)|q dx
1/q ≤
 +∞∫
−∞
|a(x)|q dx
1/q +
 +∞∫
−∞
|b(x)|q dx
1/q
è íåðàâåíñòâî (t + s)q ≤ tq + sq, t, s ≥ 0, â ñëó÷àå 0 < q ≤ 1, ïîëó÷èì
èñêîìûé ðåçóëüòàò.
Ôèêñèðóåì êîìïëåêñíîå ÷èñëî α. Ïðèíàäëåæíîñòü ôóíêöèè αf êëàññó
M q(D), q > 0, ñëåäóåò èç ýëåìåíòàðíîãî íåðàâåíñòâà
ln(1 + |αt|) ≤ max(1, |α|) ln(1 + |t|), α, t ∈ C.
Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèßìè ïîëó÷àåòñß
Ëåììà 11.30. Êëàññû Nq(D) ßâëßþòñß ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè
äëß âñåõ q > 0.
11.3.2. Êâàçèíîðìà â êëàññàõ
Õàðàêòåðèñòèêà ‖·‖Mq , êîíå÷íàß òîëüêî äëß ôóíêöèé èçMq(D), q > 0,
óäîâëåòâîðßåò ñâîéñòâàì êâàçèíîðìû.
Ëåììà 11.31. Âåëè÷èíà ‖f‖Mq , f ∈ Mq(D), q > 0, ßâëßåòñß êâàçèíîð-
ìîé (â ñìûñëå Ê.Èîñèäû [144, ãë. I, 2, îïðåäåëåíèå 2]).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå àêñèîì êâàçèíîðìû äëß ‖ · ‖Mq :
(1) äëß ëþáîé ïàðû ôóíêöèé f è g èç Mq(D) ôóíêöèè f ± g òàêæå
ïðèíàäëåæàò Mq(D) è
‖f ± g‖Mq ≤ ‖f‖Mq + ‖g‖Mq ;
(2) åñëè {fn} ⊂ Mq(D), ‖fn‖Mq → 0, è α ∈ C, òî ‖αfn‖Mq → 0
ïðè n→ +∞;
(3) åñëè f ∈M q(D), è αn ∈ C, αn → 0 ïðè n→ +∞, òî ‖αnf‖Mq → 0.
Ñâîéñòâî (1) ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà ëèíåéíîñòè ïðîñòðàíñòâà
Mq(D).
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Äëß äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâà (2) çàìåòèì, ÷òî åñëè f  ïðîèçâîëü-
íàß ôóíêöèß Mq(D) è α ∈ C, òî αf òàêæå ïðèíàäëåæèò êëàññó Mq(D),
ïðè÷åì ‖αf‖Mq ≤ max(1, |α|αq )‖f‖Mq . Ïîýòîìó ‖αfn‖Mq → 0 ïðè n→∞,
åñëè ‖fn‖Mq → 0.
Äîêàæåì ñâîéñòâî (3). Ïóñòü αn ∈ C è αn → 0 ïðè n→∞. Òîãäà,
íà÷èíàß ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, |αn| ≤ 1, è ïîýòîìó èìååì
ln (1 +M(αnf)(x)) ≤ ln (1 +Mf(x))
äëß âñåõ x ∈ R. Åñëè f ∈ M q(D), òî ôóíêöèß lnq(1 + Mf) èíòåãðèðóåìà
íà R è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü lnq(1 + M(αnf)(x)) îáëàäàåò
èíòåãðèðóåìîé ìàæîðàíòîé. Òàê êàê, êðîìå òîãî, lnq(1+M(αnf)(x))→ 0
ïî÷òè âñþäó íà R, òî ïî òåîðåìå Ëåáåãà îá îãðàíè÷åííîé ñõîäèìîñòè
‖αnf‖Mq =
 +∞∫
−∞
lnq(1 +M(αnf)(x)) dx

αq
q
→ 0 ïðè n→ +∞.
Êàê è â ëþáîì êâàçèíîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå, â Mq(D) ñóùåñòâóåò
åñòåñòâåííàß èíâàðèàíòíàß ìåòðèêà, ïîðîæäåííàß êâàçèíîðìîé:
ρMq (f, g) = ‖f − g‖Mq , f, g ∈Mq(D), q > 0,
è â òîïîëîãèè, ïîðîæäåííîé ýòîé ìåòðèêîé, Mq(D) ïðåäñòàâëßåò ñîáîé
ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (ñì. [144, ãë. I, 2, ïðåäëîæåíèå 2]).
11.3.3. F -ïðîñòðàíñòâà Mq(D)
Òåîðåìà 11.32. Ïðîñòðàíñòâî Mq(D) ßâëßåòñß F -ïðîñòðàíñòâîì îò-
íîñèòåëüíî ìåòðèêè ρMq (êàñàòåëüíî îïðåäåëåíèß F -ïðîñòðàíñòâà ñì.
ïóíêò 3.2.1).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì ñëåäóþùèå ÷åòûðå ñâîéñòâà F -ïðîñòðàíñòâà:
(1) ìåòðèêà ρ èíâàðèàíòíà, ò.å. ρ(x, y) = ρ(x−y, 0) äëß ëþáûõ x, y ∈ X;
(2) äëß ëþáîãî α ∈ C è ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ xn ∈ X,
lim
n→+∞xn = 0, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî limn→+∞αxn = 0;
(3) äëß ëþáîãî x ∈ X è ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë αn ∈ C,
lim
n→+∞αn = 0, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî limn→+∞αnx = 0;
(4) ìåòðèêà ρ  ïîëíàß.
Ñâîéñòâî (1) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèß ìåòðèêè ρMq ; (2) è (3) âõîäßò â
îïðåäåëåíèå êâàçèíîðìû. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òîëüêî ïîëíîòó
Mq(D).
Ïóñòü {fn}ôóíäàìåíòàëüíàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âMq(D). Ñîãëàñíî
ñëåäñòâèþ 11.23 ïóíêòà 11.2.4 èìååì
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|fn(z)− fm(z)| ≤ exp
(
Eq‖fn − fm‖βqMq
y1/q
)
− 1, z = x+ iy ∈ D.
Â ñèëó ôóíäàìåíòàëüíîñòè {fn}, ‖fn − fm‖Mq → 0 ïðè n,m → +∞,
è ïîýòîìó åñëè y ≥ y0, ãäå y0 > 0  ôèêñèðîâàíî, òî fn(z) − fm(z) ⇒ 0
ðàâíîìåðíî â ïîëóïëîñêîñòè Dy0 = {x + iy | y ≥ y0}. Ñîãëàñíî òåîðå-
ìå Âåéåðøòðàññà, ñóùåñòâóåò ãîëîìîðôíàß â D ôóíêöèß f , ê êîòîðîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ñõîäèòñß ðàâíîìåðíî â êàæäîé ïîëóïëîñêîñòè
Dy0 , y0 > 0. Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèß f ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó M
q(D)
è ÷òî {fn} ñõîäèòñß ê f â ìåòðèêå ρMq .
Äëß ýòîãî çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå y0 > 0 è çàìåòèì, ÷òî
sup
y≥y0
|f(x + iy)| ≤ Mf(x) äëß ëþáîãî x ∈ R. Òîãäà ñîãëàñíî ôóíäàìåí-
òàëüíîñòè {fn} â ìåòðèêå ρMq èìååì +∞∫
−∞
lnq(1 + sup
y≥y0
|fn(x+ iy)− fm(x+ iy)|) dx
αq ≤ ‖fn − fm‖Mq < ε
(11.8)
äëß âñåõ m,n ≥ N(ε). Òàê êàê fm ñõîäßòñß ê f ðàâíîìåðíî
â Dy0 , òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (11.8) ñõîäèòñß
ê lnq(1 + sup
y≥y0
|fn(x + iy) − f(x + iy)|) äëß âñåõ x ∈ R, è ïî íåðàâåíñòâó
Ôàòó +∞∫
−∞
lnq(1 + sup
y≥y0
|fn(x+ iy)− f(x+ iy)|) dx
αq ≤ ε, n ≥ N(ε).
Óñòðåìëßß y0 ê 0 è ïîëüçóßñü îïßòü íåðàâåíñòâîì Ôàòó, èìååì
‖fn − f‖Mq =
 +∞∫
−∞
lnq(1 +M(fn − f)(x)) dx
αq ≤ ε, ∀n ≥ N(ε),
îòêóäà, âçßâ ëþáîé íîìåð n ≥ N(ε), ìû âèäèì, ÷òî fn − f ∈ Mq(D),
à çíà÷èò, â ñèëó ëèíåéíîñòè êëàññà Mq(D), f ∈ Mq(D), à òàêæå ÷òî
ρMq (fn, f)→ 0 ïðè n→ +∞, òî åñòü fn ñõîäßòñß ê f â ìåòðèêå ρMq .
Çàìå÷àíèå 11.33. Äëß ÷àñòíîãî ñëó÷àß q = 1 òåîðåìà áûëà äîêàçàíà
Ë.Ì.Ãàíæóëîé â [18].
Ïðèìåíèâ âìåñòî îöåíêè ñëåäñòâèß 11.23 ïóíêòà 11.2.4 îöåíêó òåîðåìû
11.26 òîãî æå ïóíêòà äëß êëàññîâ Nq(D), q > 1, è çàìåíèâ â õîäå äîêàçà-
òåëüñòâà ìàêñèìàëüíóþ ôóíêöèþ Mf(x) íà ìîäóëü |f(x + iy)|, ïîëó÷èì
àíàëîãè÷íóþ òåîðåìó äëß êëàññîâ Nq(D).
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Òåîðåìà 11.34. Ïðîñòðàíñòâî Nq(D), q > 1, ßâëßåòñß F -ïðîñòðàíñòâîì
îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρNq .
Â ñëó÷àå q = 1 êëàññ Nq(D) áóäåò ëèøü ïîëíûì ëèíåéíûì è ìåòðè÷åñêèì
ïðîñòðàíñòâîì.
11.3.4. Mq(D) êàê F -àëãåáðû
F -ïðîñòðàíñòâî Mq(D), q > 0, îáëàäàåò åùå îäíîé äîïîëíèòåëüíîé
ñòðóêòóðîé  ñòðóêòóðîé àëãåáðû.
Òåîðåìà 11.35. ÊàæäîåMq(D), q > 0, îáðàçóåò F -àëãåáðó, òî åñòü òà-
êîå F -ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ââåäåíà àëãåáðàè÷åñêàß îïåðàöèß óìíî-
æåíèß, ïðåâðàùàþùàß Mq(D) â àëãåáðó, è ýòà îïåðàöèß óìíîæåíèß
íåïðåðûâíà â ìåòðèêå ρMq .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàß ÷àñòü óòâåðæäåíèß î òîì, ÷òî Mq(D), q > 0,
îáðàçóåò F -ïðîñòðàíñòâî â ìåòðèêå ρMq , óæå äîêàçàíà â òåîðåìå 11.32
ïðåäûäóùåãî ïóíêòà. Çàìåòèì, ÷òî îïåðàöèß ïîòî÷å÷íîãî óìíîæåíèß
ôóíêöèé èç Mq(D) íå âûâîäèò çà ïðåäåëû Mq(D).
Äåéñòâèòåëüíî, èç ýëåìåíòàðíîãî íåðàâåíñòâà (2.18) è íåðàâåíñòâà
òðåóãîëüíèêà â ïðîñòðàíñòâàõ Lq(R) âûòåêàåò, ÷òî
‖fg‖Mq ≤

+∞∫
−∞
[ln(1 +Mf(x)) + ln(1 +Mg(x))]
q
dx

αq
≤
≤
 +∞∫
−∞
lnq(1 +Mf(x)) dx
αq +
 +∞∫
−∞
lnq(1 +Mg(x)) dx
αq =
= ‖f‖Mq + ‖g‖Mq , f, g ∈Mq(D), (11.9)
îòêóäà ñëåäóåò çàìêíóòîñòü Mq(D) îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïîòî÷å÷íîãî
óìíîæåíèß ôóíêöèé. Âìåñòå ñ ëèíåéíûìè îïåðàöèßìè F -ïðîñòðàíñòâà
ýòà îïåðàöèß ïðåâðàùàåòMq(D) â àëãåáðó. Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü ïðî-
âåðèòü, ÷òî îïåðàöèß óìíîæåíèß íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρMq .
Çàìåòèì, ÷òî íåïðåðûâíîñòü óìíîæåíèß ïî ïàðå àðãóìåíòîâ áóäåò äî-
êàçàíà, åñëè ìû äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü ïî êàæäîìó àðãóìåíòó â îòäåëü-
íîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, äëß ëþáûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {fn} è {gm} èç
Mq(D), fn → f ∈Mq(D) è gm → g ∈Mq(D) ïðè m,n→ +∞, èìååì
ρMq (fngm, fg) = ‖(fn − f)(gm − g) + f(gm − g) + (fn − f)g‖Mq ≤
≤ ‖fn − f‖Mq + ‖gm − g‖Mq + ‖f(gm − g)‖Mq + ‖(fn − f)g‖Mq =
= ρMq (fn, f) + ρMq (gm, g) + ρMq (fgm, fg) + ρMq (fng, fg),
ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà äëß ‖ · ‖Mq è (11.9). Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî fngm → fg, åñëè fgm → fg è fng → fg ïðè m,n→ +∞.
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Ïîýòîìó ïðîâåðèì, íàïðèìåð, íåïðåðûâíîñòü ïî âòîðîìó àðãóìåíòó
ïðè ôèêñèðîâàííîì ïåðâîì, îòêóäà, â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè óìíîæåíèß,
áóäåò ñëåäîâàòü íåïðåðûâíîñòü è ïî ïåðâîìó. Èòàê, ïóñòü
f ∈Mq(D), q > 0 è gm → g ïðèm→ +∞ â ìåòðèêå ρMq . Òàê êàê ôóíêöèß
lnq(1 + Mf) èíòåãðèðóåìà íà R, òî äëß ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå
δ > 0, ÷òî äëß ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà E ⊂ R ñ ìåðîé µE < δ
âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå∫
E
lnq(1 +Mf(x)) dx <
(ε
2
) 1
αq
.
Äàëåå, äëß ýòîãî δ > 0 íàéäåòñß òàêîå K, ÷òî ìíîæåñòâî
EK = {x ∈ R | Mf(x) ≥ K}, â ñèëó íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà
µEK ≤ 1
lnq(1 +K)
+∞∫
−∞
lnq(1 +Mf(x)) dx =
‖f‖βqMq
lnq(1 +K)
, K ∈ R,
èìååò ìåðó ìåíüøå δ. Òîãäà äëß êàæäîãî m ∈ N èìååì öåïî÷êó íåðà-
âåíñòâ
‖f(gm − g)‖Mq ≤
 +∞∫
−∞
lnq(1 +Mf(x)M(gm − g)(x)) dx
αq ≤
∫
EK
lnq(1 +Mf(x)M(gm − g)(x)) dx+
∫
R\EK
lnq(1 +KM(gm − g)(x)) dx

αq
≤
≤

∫
EK
[ln(1 +Mf(x)) + ln(1 +M(gm − g)(x))]q dx

αq
+
+Kqαq
 +∞∫
−∞
lnq(1 +M(gm − g)(x)) dx
αq ≤
∫
EK
lnq(1 +Mf(x)) dx
αq +
+
∫
EK
lnq(1 +M(gm − g)(x)) dx
αq +
+Kqαq
 ∞∫
−∞
lnq(1 +M(gm − g)(x)) dx
αq < ε
2
+ (Kqαq + 1)‖gm − g‖Mq .
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Âûáèðàß M = M(ε) ∈ R òàê, ÷òîáû ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå áûëî ìåíüøå
ε/2 äëß m ≥ M(ε), ïîëó÷àåì ρMq (fgm, fg) = ‖f(gm − g)‖Mq < ε, ÷òî è
îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü fgm ê fg ïðè m→ +∞.
Íåïðåðûâíîñòü îïåðàöèè óìíîæåíèß, à âìåñòå ñ íåé è âñß òåîðåìà
äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 11.36. Äëß ñëó÷àß q = 1 òåîðåìà áûëà äîêàçàíà Ë.Ì. Ãàíæóëîé
â [18].
Êàê è â ñëó÷àå ñ F -ïðîñòðàíñòâîì, àíàëîãè÷íîå äîêàçàòåëüñòâî ñ íåáîëü-
øèìè èçìåíåíèßìè âåðíî äëß êëàññà Nq(D), q > 1.
Òåîðåìà 11.37. Êàæäîå Nq(D), q > 1, îáðàçóåò F -àëãåáðó îòíîñèòåëü-
íî ìåòðèêè ρNq .
11.3.5. Îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà â Mq(D)
Êàê óæå óòâåðæäàëîñü â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, êëàññû Mq(D) ïðè
êàæäîì q > 0 îáðàçóþò F -ïðîñòðàíñòâà îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρMq è,
ñëåäîâàòåëüíî, ßâëßþòñß ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè (ñì.
[2, çàìå÷àíèß ê 1 ðàçä. IV â êîíöå êíèãè] èëè [66, ãë. II, 1, òåîðåìà 12]).
Àíàëîãè÷íî ìíîãîìåðíûì ïðîñòðàíñòâàì â øàðå è ïîëèêðóãå (ïàðàãðàô
3.3), ìû èçó÷èì ñòðóêòóðó îãðàíè÷åííûõ è âïîëíå îãðàíè÷åííûõ ìíî-
æåñòâ â ïðîñòðàíñòâàõ Mq(D).
Òåîðåìà 11.38. Ïîäìíîæåñòâî L ⊆ Mq(D), q > 0, îãðàíè÷åíî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèß:
(1) ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî K > 0, ÷òî
+∞∫
−∞
lnq(1 +Mf(x)) dx < K (11.10)
äëß ëþáîé f ∈ L, òî åñòü ìíîæåñòâî L îãðàíè÷åíî ïî ìåòðèêå ρMq ;
(2) äëß ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ = δ(ε) > 0, ÷òî∫
E
lnq(1 +Mf(x)) dx < ε
äëß ëþáîé f ∈ L è ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà E ⊂ R ñ ëåáåãîâîé
ìåðîé µE < δ, òî åñòü ïåðâîîáðàçíûå ñåìåéñòâà ôóíêöèé lnq(1+Mf(x))
ðàâíîñòåïåííî àáñîëþòíî íåïðåðûâíû íà R.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå îãðàíè÷åí-
íîå ìíîæåñòâî L ⊆ Mq(D), òîãäà äëß ëþáîãî η > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå
÷èñëî α = α(η), 0 < α < 1, ÷òî
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ρ
1/αq
Mq (αf, 0) =
+∞∫
−∞
lnq(1 + αMf(x)) dx < η (11.11)
äëß ëþáîé f ∈ L.
Ïîñêîëüêó (1 + x)α ≤ 1 + αx, 0 < α < 1, x ≥ 0, òî, èñïîëüçóß (11.11),
ïîëó÷èì îöåíêó
+∞∫
−∞
lnq(1 +Mf(x)) dx ≤
+∞∫
−∞
lnq(1 + αMf(x))
1
α dx =
=
1
αq
+∞∫
−∞
lnq(1 + αMf(x)) dx <
η
αq
= K < +∞
äëß ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî L îãðàíè÷åíî â
ïðîñòðàíñòâåMq(D) îòíîñèòåëüíî ‖·‖Mq , à ñëåäîâàòåëüíî, è îòíîñèòåëü-
íî ìåòðèêè ρMq , òàê ÷òî óñëîâèå (1) âûïîëíåíî.
×òîáû ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèß (2), ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå
ε > 0. Âûáèðàß η = ε/2q, êàê è âûøå, íàõîäèì òàêîå ÷èñëî
α = α(ε), 0 < α < 1, ÷òî (11.11) âûïîëíåíî äëß âñåõ f ∈ L. Òîãäà äëß ëþ-
áîãî ìíîæåñòâà E ⊂ R êîíå÷íîé ìåðû, ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî
â Lq(E), q ≥ 1, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:∫
E
lnq(1 +Mf(x)) dx ≤
∫
E
lnq
(
1
α
+Mf(x)
)
dx ≤
≤
∫
E
(
ln
1
α
+ ln(1 + αMf(x))
)q
dx ≤
≤
((µE) lnq 1
α
)1/q
+
 +∞∫
−∞
lnq(1 + αMf(x)) dx
1/q

q
<
<
(
(µE)1/q ln
1
α
+
ε1/q
2
)q
.
Åñëè òåïåðü âûáðàòü δ > 0 òàê, ÷òîáû δ1/q · ln(1/α) = ε1/q/2, òî∫
E
lnq(1 +Mf(x)) dx <
(
δ1/q · ln 1
α
+
ε1/q
2
)q
=
(
ε1/q
2
+
ε1/q
2
)q
= ε
äëß ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L è ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà E ⊂ R,
µE < δ, òî åñòü óñëîâèå (2) âûïîëíåíî.
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Â ñëó÷àå 0 < q < 1 íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî çàìåíßåòñß ýëåìåíòàð-
íûì íåðàâåíñòâîì (a + b)q ≤ aq + bq, a, b ≥ 0, è âñå îöåíêè îñòàþòñß
ñïðàâåäëèâûìè (ñ äðóãèìè êîíñòàíòàìè).
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü äëß ìíîæåñòâà L èç Mq(D), q > 0, âûïîë-
íßþòñß óñëîâèß (1) è (2). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ îêðåñòíîñòü V íó-
ëß â M q(D) è òàêóþ øàðîâóþ îêðåñòíîñòü B(0, ε) = {g ∈ Mq(D) :
ρMq (g, 0) < ε}, ε > 0, êîòîðàß ñîäåðæèòñß â V . Ñîãëàñíî (2), ñóùåñòâóåò
òàêîå δ = δ(ε) > 0, ÷òî ∫
E
lnq(1 +Mf(x)) dx <
ε
3
(11.12)
äëß ëþáîé f ∈ L è ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà E ⊂ R, µE < δ.
Ïîñêîëüêó âûïîëíåíî óñëîâèå (1), òî íàéäåòñß òàêàß êîíå÷íàß ïî-
ñòîßííàß K > 0, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (11.10) äëß âñåõ f ∈ L.
Â ñèëó íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà, äëß ìåðû ìíîæåñòâà Ef = {x ∈ R |
lnq(1 +Mf(x)) > K/δ}, f ∈ L ñïðàâåäëèâà îöåíêà
µEf ≤ δ
K
+∞∫
−∞
lnq(1 +Mf(x)) dx < δ.
Òîãäà â íåðàâåíñòâå (11.12) ìîæíî ïîëîæèòü E = Ef è
Mf(x) < exp((K/δ)1/q)− 1 = C,
òî åñòü Mf(x)/C < 1 äëß âñåõ x ∈ R\Ef . Ïîýòîìó äëß ëþáîãî α ∈ R,
0 < α < 1, f ∈ L, áóäåò âûïîëíåíà ñëåäóþùàß öåïî÷êà íåðàâåíñòâ:
+∞∫
−∞
lnq (1 + αMf(x)) dx ≤
≤
∫
Ef
lnq (1 + αMf(x)) dx+
∫
R\Ef
lnq (1 + αMf(x)) dx ≤
≤
∫
Ef
lnq (1 +Mf(x)) dx+
∫
E1
lnq (1 + αMf(x)) dx+
+
∫
E2
lnq (1 + αMf(x)) dx, (11.13)
ãäå
R\Ef = E1 ∪ E2;
E1 = {x ∈ R |Mf(x) < 1};
E2 = {x ∈ R | 1 ≤Mf(x) < C}.
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Ïðèìåíèâ ýëåìåíòàðíîå íåðàâåíñòâî 1 + βt ≤ (1 + t)2β , 0 ≤ t < 1,
0 < β < 1/2, äëß âòîðîãî èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè (11.13) è âûáè-
ðàß α = min(1/2, (ε/3K)1/q/2, (2(ε/3K)
1/q − 1)/C), ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ
îöåíêó:
+∞∫
−∞
lnq (1 + αMf(x)) dx ≤ ε
3
+ (2α)qK +
ε
3K
∫
E2
lnq (1 + 1) dx ≤
≤ ε
3
+
ε
3
+
ε
3K
+∞∫
−∞
lnq (1 +Mf(x)) dx < ε.
Ñëåäîâàòåëüíî, αL ⊆ B(0, ε) ⊂ V , è ìíîæåñòâî L îãðàíè÷åíî â Mq(D)
ïî îïðåäåëåíèþ.
Çàìå÷àíèå 11.39. Äëß ñëó÷àß q = 1 òåîðåìà áûëà äîêàçàíà â [18].
11.3.6. Êðèòåðèé ïîëíîé îãðàíè÷åííîñòè â Mq(D)
Òåîðåìà 11.40. Ïîäìíîæåñòâî L âïîëíå îãðàíè÷åíî â ïðîñòðàíñòâå
Mq(D), q > 1, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
(1) L îãðàíè÷åíî â Mq(D);
(2) ìíîæåñòâî ôóíêöèé {f+(x)}, f ∈ L, îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â
òîïîëîãèè ñõîäèìîñòè ïî ëåáåãîâîé ìåðå µ íà ïðßìîé;
(3) äëß ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå A > 0, ÷òî
−A∫
−∞
lnq(1 +Mf(x)) dx+
+∞∫
A
lnq(1 +Mf(x)) dx < ε
äëß âñåõ f ∈ L.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ìíîæåñòâî L ⊂ M q(D) âïîëíå
îãðàíè÷åíî, òîãäà L îãðàíè÷åíî, êàê âñßêîå âïîëíå îãðàíè÷åííîå ìíîæå-
ñòâî(ñì., íàïðèìåð, [66, ãë. II, 1, ï.8]), è óñëîâèå (1) íåîáõîäèìî.
Äëß ïðîâåðêè óñëîâèß (2) ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ôóíêöèé {gn = f+n | fn ∈ L}, n ∈ N, ïî÷òè âñþäó íà R. Âïîëíå îãðà-
íè÷åííîå ìíîæåñòâî L îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â ïðîñòðàíñòâå Mq(D)
(ñì. [66, ãë. I, 6, ï. 12]), ïîýòîìó èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn} ìîæíî
âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fnk}, ñõîäßùóþñß ê íåêîòîðîé ôóíê-
öèè f ∈ Mq(D) ïî ìåòðèêå ρMq . Èç îïðåäåëåíèß êëàññîâ Mq(D) è
íåðàâåíñòâà |f+(x)| ≤ Mf(x) ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé
{ln(1+ |f+nk−f+|)} ñõîäèòñß ê íóëþ â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà Lq(R). Òîãäà,
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ñîãëàñíî [66, ãë. III, 3, ï. 6], ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {gnk} ñõîäèòñß ê ôóíê-
öèè f+ ïî ìåðå µ. Òàêèì îáðàçîì, îòíîñèòåëüíàß êîìïàêòíîñòü ìíîæå-
ñòâà {f+ | f ∈ L} ïî ìåðå µ ïðîâåðåíà.
Äîêàæåì âûïîëíåíèå óñëîâèß (3). Ïî îïðåäåëåíèþ âïîëíå îãðàíè÷åí-
íîãî ìíîæåñòâà, äëß ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ε > 0 â Mq(D) ñóùåñòâóåò
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé {h1, ..., hN} ⊂ Mq(D), îáëàäàþùåå ñëåäó-
þùèì ñâîéñòâîì: äëß êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð
n, 1 ≤ n ≤ N , ÷òî ‖hn−f‖Mq < ε/(4 ·3q). Â ñèëó ïðèíàäëåæíîñòè êàæäîé
ôóíêöèè hn, 1 ≤ n ≤ N , êëàññó Mq(D) ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî A ∈ R, ÷òî íåðàâåíñòâà
−A∫
−∞
lnq(1 +Mhn(x)) dx+
+∞∫
A
lnq(1 +Mhn(x)) dx <
ε
4 · 9q
ñïðàâåäëèâû äëß âñåõ n ∈ N, 1 ≤ n ≤ N . Ïðåäñòàâëßß
|u| = |hn − (hn − f)|, 1 ≤ n ≤ N , è èñïîëüçóß ýëåìåíòàðíîå íåðàâåíñòâî
lnq(1 + |a− b|) ≤ 3q(lnq(1 + |a|) + lnq(1 + |b|)), (11.14)
ïîëó÷àåì îöåíêè
−A∫
−∞
lnq(1 +Mf(x)) dx ≤
≤ 3q
 −A∫
−∞
lnq(1 +Mhn(x)) dx+
−A∫
−∞
lnq(1 +M(hn − f)(x)) dx
 < ε
2
,
+∞∫
A
lnq(1 +Mf(x)) dx ≤
≤ 3q
 +∞∫
A
lnq(1 +Mhn(x)) dx+
+∞∫
A
lnq(1 +M(hn − f)(x)) dx
 < ε
2
,
îòêóäà ñëåäóåò óñëîâèå (3).
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü äëß ìíîæåñòâà L âûïîëíåíû óñëîâèß (1), (2)
è (3). Ïîñêîëüêó ñâîéñòâî ïîëíîé îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà â ïîëíîì
ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî èç ëþáîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè òî÷åê ýòîãî ìíîæåñòâà ìîæíî âûäåëèòü ñõîäßùóþñß ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé
{fn}, n ∈ N, èç ìíîæåñòâà L. Ñîãëàñíî óñëîâèþ (2), èç ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè {f+n } ⊆ {f+ | f ∈ L} ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f+nk},
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ñõîäßùóþñß ïî ìåðå µ ê íåêîòîðîé èçìåðèìîé íà R ôóíêöèè g. Ñîãëàñíî
óñëîâèþ (1) è òåîðåìå 11.38 ïóíêòà 11.3.5, ñóùåñòâóåò êîíå÷íàß ïîñòîßí-
íàß K > 0, ÷òî âûïîëíåíî (11.10) äëß ôóíêöèé {fnk}. Òîãäà
+∞∫
−∞
lnq
(
1 + |f+nk(x)|
)
dx ≤
+∞∫
−∞
lnq (1 +Mfnk(x)) dx < K.
Ïåðåõîäß â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè k → +∞, â ñèëó òåîðå-
ìû Ï. Ôàòó (ñì. [29, ãë.V, 5, ï. 2, òåîpåìà 8]), ïîëó÷àåì
+∞∫
−∞
lnq (1 + |g(x)|) dx ≤ K. (11.15)
Îïèðàßñü íà óñëîâèå (1) òåîðåìû 11.40 ïóíêòà 11.3.6 è óñëîâèå (2) òåî-
ðåìû 11.38 ïóíêòà 11.3.5, íà îñíîâàíèè íåðàâåíñòâà |f+(x)| ≤ Mf(x)
çàêëþ÷àåì, ÷òî ïåðâîîáðàçíûå ñåìåéñòâà ôóíêöèé {lnq(1 + |f+nk |)} ðàâ-
íîñòåïåííî àáñîëþòíî íåïðåðûâíû. Òàê êàê, ñîãëàñíî (11.15), ôóíêöèß
lnq (1 + |g(x)|) èíòåãðèðóåìà, òî, â ñèëó íåðàâåíñòâà (11.14), ïåðâîîáðàç-
íûå ñåìåéñòâà ôóíêöèé {lnq(1+ |f+nk−g|)} òàêæå ðàâíîñòåïåííî àáñîëþò-
íî íåïðåðûâíû. Òåïåðü, íà îñíîâàíèè èçâåñòíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû äëß
ïðîñòðàíñòâ Lq(R) [66, ãë. III, 3, ï. 6], ïîëó÷àåì
+∞∫
−∞
lnq
(
1 + |f+nk(x)− g(x)|
)
dx→ 0 ïðè k → +∞,
è, â ñèëó îïðåäåëåíèß êëàññîâ Mq(D) (11.2), çàêëþ÷àåì, ÷òî
+∞∫
−∞
lnq
(
1 + |f+nk(x)− f+np(x)|
)
dx→ 0 ïðè k, p→ +∞.
Òàêèì îáðàçîì, ‖fnk − fnp‖+Mq → 0 ïðè k, p→ +∞, îòêóäà, â ñèëó ëåììû
11.18 ïóíêòà 11.2.2, ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fnk} ôóíäàìåíòàëü-
íà ïî ìåòðèêå ρMq . Èòàê, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ñîäåðæèò ñõîäßùóþñß
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fnk}, è òåîðåìà 11.40 äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 11.41. Â îòëè÷èå îò àíàëîãè÷íîãî ðåçóëüòàòà äëß êðóãà è åãî
ìíîãîìåðíûõ îáîáùåíèé, øàðà è ïîëèêðóãà, â ñëó÷àå ïîëóïëîñêîñòè âîç-
íèêàåò äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå ðàâíîñõîäèìîñòè (3). Ýòî óñëîâèå åùå
ðàç ïîä÷åðêèâàåò, ÷òî ðåçóëüòàòû, ñïðàâåäëèâûå äëß îãðàíè÷åííûõ îáëà-
ñòåé, íåëüçß ìåõàíè÷åñêè ïåðåíîñèòü íà ñëó÷àé íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé.
Òåîðèß ôóíêöèé â ïîëóïëîñêîñòè íåñêîëüêî òîíüøå, íåæåëè ñîîòâåòñòâó-
þùàß òåîðèß ôóíêöèé â êðóãå.
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Çàìå÷àíèå 11.42. Èñïîëüçóß òåîðåìó Õèí÷èíàÎñòðîâñêîãî â óñèëåííîì
âàðèàíòå Ã.Ö.Òóìàðêèíà (ñì. òåîðåìó 6.6), ìîæíî ïîëó÷èòü óòâåðæäåíèå
òåîðåìû 11.40 è â ñëó÷àå q = 1.
Çàìå÷àíèå 11.43. Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ñòàòüßõ [22],
[23], [24], [26], [27] è âîøëè â äèññåðòàöèþ [25].
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Ëèíåéíûå èçîìåòðèè â ïëîñêèõ îáëàñòßõ
12.1. Ïðîñòðàíñòâà Mq(q > 0) â êðóãå
12.1.1. Ñòðóêòóðà ëèíåéíûõ èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâà
Mq(q > 0)
Òåîðåìà 12.1. Ïóñòü q > 0, α ∈ T è φ  âíóòpåííßß ôóíêöèß â êpóãå
U . Îòîápàæåíèå I âèäà
(If)(z) = αf(φ(z)), z ∈ U, f ∈Mq, (12.1)
ßâëßåòñß ëèíåéíîé èçîìåòpèåé ïpîñòpàíñòâà Mq òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà φ(z) = βzk, z ∈ U , äëß íåêîòîpûõ β ∈ T è k ∈ N.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü îòîápàæåíèå I, çàäàííîå ôîp-
ìóëîé (12.1), ßâëßåòñß ëèíåéíîé èçîìåòpèåé ïpîñòpàíñòâà Mq. Äîêàæåì,
÷òî pàäèàëüíûå ãpàíè÷íûå çíà÷åíèß φ∗ âíóòpåííåé ôóíêöèè φ, ó÷àñòâó-
þùåé â îïpåäåëåíèè îòîápàæåíèß I, ñîõpàíßþò ìåpó σ (íîpìèpîâàííóþ
ëèíåéíóþ ìåpó Ëåáåãà) íà îêpóæíîñòè T , è òåì ñàìûì ñâåäåì äîêàçàòåëü-
ñòâî íåîáõîäèìîñòè ê òåîðåìå 8.37. Ïpè ýòîì âîñïîëüçóåìñß èíâàpèàíòíî-
ñòüþ ìíîæåñòâ ìåpû íóëü íà T îòíîñèòåëüíî îïåpàöèè âçßòèß ïpîîápàçà
ïpè îòîápàæåíèè φ∗ pàäèàëüíûìè ãpàíè÷íûìè çíà÷åíèßìè íåïîñòîßííîé
âíóòpåííåé â êpóãå U ôóíêöèè φ (ñì. [74]).
Ðàññìîòpèì ñíà÷àëà ïîäìíîæåñòâî T ïpîñòåéøåãî âèäà  îòêpûòóþ
äóãó K. Ôóíêöèß ϕ(γ) = χ
K
(γ) + εχ
T\K (γ), γ ∈ T , äëß êàæäîãî 0 < ε < 1
ïpåäñòàâëßåò ñîáîé ïîëîæèòåëüíóþ è îãpàíè÷åííóþ ïîëóíåïpåpûâíóþ
ñíèçó ôóíêöèþ íà T ; çäåñü, êàê è îáû÷íî, ñèìâîë χ
E
îáîçíà÷àåò èíäèêà-
òîp ìíîæåñòâà E íà T . Ñîãëàñíî òåîpåìå ñòàòüè [61], ñóùåñòâóåò îãpàíè-
÷åííàß ãîëîìîpôíàß â êpóãå U ôóíêöèß f , äëß êîòîpîéMradf = |f∗| = ϕ
ïî÷òè âñþäó íà T . Â ÷àñòíîñòè,
|f |q/αqMq =
∫
T
lnq(1+Mradf(γ))σ(dγ) = ln
q 2 σK+lnq(1+ε) σ(T \K) (12.2)
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äëß ëþáîãî 0 < ε < 1, ãäå αq èìååò îáû÷íîå çíà÷åíèå min(1, q). Òàê êàê
ôóíêöèß f(φ) îãpàíè÷åíà â êpóãå U , òî ïî÷òè â êàæäîé òî÷êå eiθ åäè-
íè÷íîé îêpóæíîñòè T ó íåå ñóùåñòâóåò pàäèàëüíûé ãpàíè÷íûé ïpåäåë
(f(φ))∗(eiθ) = lim
r→1−
f(φ(reiθ)). Ñîãëàñíî îïpåäåëåíèþ âíóòpåííåé ôóíê-
öèè, pàäèàëüíûå ãpàíè÷íûå çíà÷åíèß φ∗ ôóíêöèè φ òàêæå ñóùåñòâóþò è
pàâíû åäèíèöå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ïî÷òè âñþäó íà îêpóæíîñòè T .
Òàêèì îápàçîì, ìíîæåñòâî F òî÷åê eiθ ∈ T , äëß êîòîpûõ âûïîëíßþòñß
îäíîâpåìåííî äâà óñëîâèß:
(α)ñóùåñòâóåò lim
r→1−
f(φ(reiθ)) = (f(φ))∗(eiθ) ∈ C;
(β)ñóùåñòâóåò lim
r→1−
φ(reiθ) = φ∗(eiθ) ∈ T ,
èìååò ïîëíóþ ìåpó íà T .
Äëß ïpîèçâîëüíîé òî÷êè eiθ ∈ F êpèâàß {φ(reiθ), 0 ≤ r < 1} ïîäõî-
äèò ê òî÷êå φ∗(eiθ) ∈ T èçíóòpè êpóãà U (òàê êàê ôóíêöèß φ  íåïî-
ñòîßííà), ïîýòîìó, â ñèëó òåîpåìû Ëèíäåëåôà, äëß ôóíêöèè f â òî÷-
êå φ∗(eiθ) ñóùåñòâóåò óãëîâîé ãpàíè÷íûé ïpåäåë è ïpè ýòîì îí pàâåí
f(φ∗(eiθ)) = f∗(φ∗(eiθ)) = (f(φ))∗(eiθ). Ñîãëàñíî îïpåäåëåíèþ ôóíêöèé f ,
ϕ è èíâàpèàíòíîñòè ìíîæåñòâ ìåpû íóëü îòíîñèòåëüíî (φ∗)−1, pàâåíñòâî
|(f(φ))∗| = 1 âûïîëíßåòñß ïî÷òè âñþäó íà ìíîæåñòâå (φ∗)−1(K). Îòñþäà
|If |q/αqMq =
∫
T
lnq(1 +Mrad(f(φ))(γ))σ(dγ) ≥
≥
∫
(φ∗)−1K
lnq(1 + |(f(φ))∗(γ)|)σ(dγ) ≥ lnq 2 σ(φ∗)−1K. (12.3)
Ïîñêîëüêó îòîápàæåíèå I èçîìåòpè÷íî, èç pàâåíñòâ (12.2) è (12.3) èìååì
lnq 2σK + lnq(1 + ε)σ(T \K) = |f |q/αqMq =
= |If |q/αqMq ≥ lnq 2 σ(φ∗)−1K, 0 < ε < 1.
Â ñèëó ïpîèçâîëüíîñòè ÷èñëà 0 < ε < 1, îòñþäà âûòåêàåò íåpàâåíñòâî
σK ≥ σ(φ∗)−1K, òî åñòü îïåpàöèß âçßòèß ïpîîápàçà ïpè îòîápàæåíèè φ∗
íå óâåëè÷èâàåò ìåpó äóã îêpóæíîñòè T .
Ïîêàæåì, ÷òî òàêîå æå ñâîéñòâî ñïpàâåäëèâî äëß ïpîèçâîëüíîãî áîpå-
ëåâñêîãî ïîäìíîæåñòâà T . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè E  áîpåëåâñêîå ìíîæå-
ñòâî íà T , òî, â ñèëó åãî σ-èçìåpèìîñòè, äëß ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñß
íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ïîêpûòèå E íåïåpåñåêàþùèìèñß îòêpûòûìè äóãà-
ìè {Kl}, òàêîå ÷òî
∑
l
σKl < σE + ε. Òàê êàê (φ∗)−1E ⊆
⋃
l
(φ∗)−1Kl è
σ(φ∗)−1Kl ≤ σKl, òî σ(φ∗)−1E ≤
∑
l
σ(φ∗)−1Kl ≤
∑
l
σKl < σE + ε. Â ñèëó
ïpîèçâîëüíîñòè ε > 0, èç ïîñëåäíåãî íåpàâåíñòâà èìååì σ(φ∗)−1E ≤ σE.
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Ïåpåõîäß ê äîïîëíåíèßì ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíî T , ïîëó÷àåì ïpîòèâîïî-
ëîæíîå íåpàâåíñòâî, îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî äëß ïpîèçâîëüíîãî áîpåëåâ-
ñêîãî ìíîæåñòâà E âûïîëíåíî σ(φ∗)−1E = σE, òî åñòü îòîápàæåíèå φ∗
ñîõpàíßåò ìåpó σ íà T .
Ñîãëàñíî òåîpåìå 8.37, ôóíêöèß φ pàäèóñû ïåpåâîäèò â pàäèóñû è
ïîýòîìó èìååò âèä φ(z) = R(r)eiΘ(θ), z = reiθ ∈ U , |θ − θ0| < ∆θ,
|r − r0| < ∆r, ∆θ, ∆r > 0, äëß íåêîòîpûõ äèôôåpåíöèpóåìûõ äåéñòâè-
òåëüíûõ ôóíêöèé R è Θ, ïî êpàéíåé ìåpå, ëîêàëüíî â êàæäîé òî÷êå
z0 = r0e
iθ0 ∈ U , äëß êîòîpîé φ(z0) 6= 0. Âûïèñûâàß äëß ôóíêöèè φ óñëî-
âèß ÊîøèÐèìàíà â ïîëßpíûõ êîîpäèíàòàõ, èìååì
0 =
∂φ
∂z¯
= eiθ
(
∂φ
∂r
+
i
r
∂φ
∂θ
)
= eiθ
(
R′(r)eiΘ(θ) +
i
r
R(r)eiΘ(θ)iΘ′(θ)
)
,
|r − r0| < ∆r, |θ − θ0| < ∆θ.
Ñîêpàùàß íà eiθ è eiΘ(θ) è pàçäåëßß ïåpåìåííûå r è θ, ïîëó÷àåì
r
R′(r)
R(r)
= Θ′(θ), |r − r0| < ∆r, |θ − θ0| < ∆θ,
îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî
r
R′(r)
R(r)
≡ Θ′(θ) ≡ c ∈ R, |r − r0| < ∆r, |θ − θ0| < ∆θ.
Ñëåäîâàòåëüíî, Θ(θ) = c(θ − θ0) + Θ0 è R(r) = R0(r/r0)c äëß íåêîòîpîãî
c ∈ R è âñåõ |r − r0| < ∆r è |θ − θ0| < ∆θ. Òàêèì îápàçîì, φ(z) = dzc â
íåêîòîpîé îêpåñòíîñòè òî÷êè z0 äëß íåêîòîpûõ d ∈ C è c ∈ R. Ïî òåîpåìå
åäèíñòâåííîñòè äëß àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, òàêîé æå âèä ôóíêöèß φ
îáßçàíà èìåòü è âî âñåé îáëàñòè U \ {0}. Òàê êàê φ ãîëîìîpôíà â U , òî
íåîáõîäèìî c = k ∈ N, è ïîñêîëüêó φ  âíóòpåííßß, òî d = β ∈ T .
Äîñòàòî÷íîñòü.Íåïîñpåäñòâåííî ïpîâåpßåòñß, ÷òî âíóòpåííßß ôóíê-
öèß φ(z) = βzk, z ∈ U , ãäå β ∈ T è k ∈ N, pàäèóñû ïåpåâîäèò â pàäèóñû
è åå pàäèàëüíûå ãpàíè÷íûå çíà÷åíèß ñîõpàíßþò ìåpó σ íà T (ñì. òàê-
æå çàìå÷àíèå 8.23 ê òåîpåìå ïóíêòà 8.3). Òàêèì îápàçîì, âûïîëíåíû âñå
óñëîâèß òåîpåìû 8.37 è, ñëåäîâàòåëüíî, îòîápàæåíèå I, çàäàííîå ïî ôîp-
ìóëå (12.1), ßâëßåòñß èçîìåòpèåé ïpîñòpàíñòâà Mq ïpè ëþáîì α ∈ T .
Çàìå÷àíèå 12.2. Â äîêàçàòåëüñòâå íåîáõîäèìîñòè óñëîâèé ñëåäñòâèß ñó-
ùåñòâåííûì îápàçîì èñïîëüçîâàëàñü èíâàpèàíòíîñòü ìíîæåñòâ ìåpû íóëü
íà T îòíîñèòåëüíî îïåpàöèè âçßòèß ïpîîápàçà ïpè îòîápàæåíèè φ∗ pà-
äèàëüíûìè ãpàíè÷íûìè çíà÷åíèßìè íåïîñòîßííîé âíóòpåííåé ôóíêöèè
φ. Íåèçâåñòíî, ñïpàâåäëèâî ëè àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî äëß øàpà èëè ïîëè-
êpóãà ïpè n > 1.
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12.1.2. Èçîìåòpèè âèäà f 7→ ψf(φ)
Ñôîðìóëèðîâàííàß â çàìå÷àíèè 8.42 çàäà÷à ïîëó÷àåò çäåñü ïîëíîå
ðåøåíèå.
Òåîðåìà 12.3. Ïóñòü q > 0 è ψ, φ  âíóòpåííèå ôóíêöèè â êpóãå U ,
ïpè÷åì pàäèàëüíûå ãpàíè÷íûå çíà÷åíèß ôóíêöèè φ ñîõpàíßþò ìåpó σ
íà T è, êpîìå òîãî, φ óäîâëåòâîpßåò pàäèàëüíîìó ãpàíè÷íîìó óñëîâèþ
Ëèïøèöà |φ∗(eiθ) − φ(reiθ)| ≤ C(1 − r), 0 ≤ r < 1, ñ íåêîòîpîé êîíå÷íîé
ïîñòîßííîé C ≥ 0, îäíîé è òîé æå äëß ïî÷òè âñåõ θ èç îòpåçêà [−pi, pi].
Îòîápàæåíèå I, çàäàííîå ïî ôîpìóëå (8.32), ßâëßåòñß èçîìåòpèåé ïpî-
ñòpàíñòâà Mq òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ψ(z) = α è φ(z) = βzk,
z ∈ U , äëß íåêîòîpûõ α, β ∈ T è k ∈ N.
Äëß äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåé òåîpåìû ïîíàäîáèòñß îöåíêà àáñîëþò-
íîé âåëè÷èíû âíóòpåííåé ôóíêöèè âíóòpè êpóãà U .
Ëåììà 12.4. Ïóñòü ψ  íåïîñòîßííàß âíóòpåííßß ôóíêöèß â êpóãå U .
Òîãäà äëß íåêîòîpîãî ε > 0 ñïpàâåäëèâî íåpàâåíñòâî
|ψ(z)| ≤ 1− ε(1− |z|), z ∈ U. (12.4)
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî åñëè õîòß áû îäíà èç âíóòpåííèõ
ôóíêöèé ψ1 è ψ2 óäîâëåòâîpßåò íåpàâåíñòâó (12.4) ñ íåêîòîpîé ïîëîæè-
òåëüíîé ïîñòîßííîé ε, òî è èõ ïpîèçâåäåíèå áóäåò óäîâëåòâîpßòü òîìó æå
íåpàâåíñòâó ñ òîé æå ïîñòîßííîé ε. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû äîêàçàòü íåpà-
âåíñòâî (12.4) ñ íåêîòîpûì ε > 0 äëß âíóòpåííåé ôóíêöèè ψ, äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü àíàëîãè÷íîå íåpàâåíñòâî äëß íåêîòîpîãî âíóòpåííåãî äåëèòåëß
ýòîé ôóíêöèè (âíóòpåííßß ôóíêöèß ψ1 íàçûâàåòñß âíóòpåííèì äåëèòå-
ëåì âíóòpåííåé ôóíêöèè ψ, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàß âíóòpåííßß ôóíêöèß
ψ2, ÷òî ψ = ψ1ψ2).
Åñëè ψ(a) = 0 äëß íåêîòîpîé òî÷êè a ∈ U , òî âíóòpåííèì äåëèòåëåì
ôóíêöèè ψ áóäåò ôóíêöèß
ψa(z) =
a− z
1− az , z ∈ U,
 êîíôîpìíûé àâòîìîpôèçì êpóãà U , ïåpåñòàâëßþùèé òî÷êè a è 0.
Äîêàæåì, ÷òî äëß ôóíêöèè ψa íåpàâåíñòâî (12.4) âûïîëíåíî, îòêóäà áó-
äåò ñëåäîâàòü òàêîå æå íåpàâåíñòâî è äëß ôóíêöèè ψ. Äåéñòâèòåëüíî,
1− |ψa(z)|2 = 1− (a− z)(a− z)
(1− az)(1− az) =
=
1− az − az + |a|2|z|2 − |a|2 − |z|2 + za+ az
|1− az|2 =
=
(1− |a|2)(1− |z|2)
|1− az|2 ≥
1− |a|2
(1 + |a|)2 (1− |z|
2) ≥ 1− |a|
1 + |a| (1− |z|).
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Òàê êàê 1 − |ψa(z)|2 = (1 + |ψa(z)|)(1 − |ψa(z)|) ≤ 2(1 − |ψa(z)|), òî, âû-
áèpàß ε = (1 − |a|)/(2(1 + |a|)), ïîëó÷àåì èñêîìîå íåpàâåíñòâî (12.4) äëß
ôóíêöèè ψa.
Åñëè âíóòpåííßß ôóíêöèß ψ íèãäå â U â íóëü íå îápàùàåòñß (òî åñòü
îíà ñèíãóëßpíà), òî, ïî òåîpåìå î êàíîíè÷åñêîé ôàêòîpèçàöèè (òåîpåìà
1.3), ñóùåñòâóåò òàêàß ïîñòîßííàß C ∈ T è òàêàß íåâîçpàñòàþùàß íà
îòpåçêå [−pi, pi] ôóíêöèß q, ÷òî
ψ(z) = C exp
pi∫
−pi
eiθ + z
eiθ − z dq(θ), z ∈ U. (12.5)
Åñëè, êpîìå òîãî, ôóíêöèß ψ íåïîñòîßííà, òî íåïîñòîßííà è ôóíêöèß q.
Èç ïpåäñòàâëåíèß (12.5) è òîæäåñòâà
Re
1 + z
1− z = P (r, e
iθ), z = reiθ, 0 ≤ r < 1, −pi ≤ θ ≤ pi,
ïîëó÷àåì
|ψ(z)| = exp
pi∫
−pi
Pr(ϕ− θ) dq(θ), z = reiϕ, 0 ≤ r < 1, −pi ≤ ϕ ≤ pi,
ãäå Pr îáîçíà÷àåò ßäpî Ïóàññîíà
Pr(θ) = P (r, e
iθ) =
1− r2
1 + r2 − 2r cos θ , 0 ≤ r < 1, −pi ≤ θ ≤ pi.
Îöåíèì ßäpî Pr ñíèçó êàê
Pr(θ) ≥ 1− r
1 + r
, 0 ≤ r < 1, −pi ≤ θ ≤ pi,
îòêóäà, ó÷èòûâàß íåâîçpàñòàíèå q, ïîëó÷èì íåpàâåíñòâî
|ψ(z)| ≤ exp
[
1− r
1 + r
pi∫
−pi
dq(θ)
]
≤ exp
[
1− r
2
(q(pi)− q(−pi))
]
, |z| = r < 1,
èç êîòîpîãî, ïpè íàäëåæàùåì âûáîpå ε > 0, è ñëåäóåò èñêîìîå íåpàâåí-
ñòâî (12.4) äëß ôóíêöèè ψ (ìîæíî âûápàòü ε pàâíûì, íàïpèìåp, ÷èñëó
(1− e−t)/t, ãäå t = (q(−pi)− q(pi))/2).
Äîêàçàòåëüñòâî (òåîpåìû). Íåîáõîäèìîñòü. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî åñ-
ëè ñóùåñòâóåò íåïpåpûâíàß â U è ãîëîìîpôíàß â U ôóíêöèß f , äëß
êîòîpîé íàèìåíüøàß âåpõíßß ãpàíü àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé íà pàäèóñå
Reiθ = {reiθ, 0 ≤ r < 1} äîñòèãàåòñß ïpè íåêîòîpîì 0 ≤ r0 < 1, òî
åñòü sup
0≤r<1
|f(reiθ)| > |f(eiθ)|,  äëß ìíîæåñòâà çíà÷åíèé θ ïîëîæèòåëü-
íîé ìåpû íà [−pi, pi], à äëß ôóíêöèè ψf(φ) ýòî ñâîéñòâî óæå íàpóøàåòñß,
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òî åñòü íàèìåíüøàß âåpõíßß ãpàíü àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè
íà pàäèóñå Reiθ ñîâïàäàåò ñ åå çíà÷åíèåì â êîíöå pàäèóñà äëß ïî÷òè âñåõ
θ ∈ [−pi, pi], òî îòîápàæåíèå (8.32) íå ìîæåò áûòü ëèíåéíîé èçîìåòpèåé
ïpîñòpàíñòâà Mq. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ïpåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî
ôóíêöèè f , pàâåíñòâî Mrad(ψf(φ)) = |f(φ∗)| âûïîëíßåòñß ïî÷òè âñþäó
íà îêpóæíîñòè T è íåpàâåíñòâî (Mradf)(φ∗) > |f(φ∗)|  íà íåêîòîpîì
ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåpû (çäåñü èñïîëüçîâàëîñü òàêæå ñâîéñòâî
èíâàpèàíòíîñòè ìíîæåñòâ ìåpû íóëü îòíîñèòåëüíî âçßòèß ïpîîápàçà ïpè
îòîápàæåíèè φ∗). Êpîìå òîãî, íåpàâåíñòâî (Mradf)(φ∗) ≥ |f(φ∗)| âûïîë-
íåíî ïî÷òè âñþäó íà îêpóæíîñòè T , ïîýòîìó èç ôîpìóëû çàìåíû ïåpå-
ìåííîé è èíâàpèàíòíîñòè ìåpû σ ïpè îòîápàæåíèè φ∗ ñëåäóåò, ÷òî
|f |Mq =
[ pi∫
−pi
lnq(1 +Mradf(e
iθ))
dθ
2pi
]αq/q
=
=
[ pi∫
−pi
lnq(1 +Mradf(φ
∗(eiθ)))
dθ
2pi
]αq/q
>
>
[ pi∫
−pi
lnq(1 + |f(φ∗(eiθ))|) dθ
2pi
]αq/q
=
=
[ pi∫
−pi
lnq(1 +Mrad(ψf(φ))(e
iθ))
dθ
2pi
]αq/q
= |If |Mq ,
òî åñòü îòîápàæåíèå I, îïpåäåëåííîå ñîãëàñíî (8.32), íå ìîæåò áûòü èçî-
ìåòpèåé ïpîñòpàíñòâà Mq.
Òåïåpü ïîêàæåì, ÷òî åñëè âíóòpåííßß ôóíêöèß ψ íåïîñòîßííà, òî
ôóíêöèþ f ñ îïèñàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè äåéñòâèòåëüíî ìîæíî ïî-
äîápàòü, ÷òî, ñ ó÷åòîì ñëåäñòâèß èç òåîpåìû ïóíêòà 8.5.2, äàñò íåîáõî-
äèìîñòü óñëîâèé äîêàçûâàåìîé òåîpåìû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ôóíêöèß
ψ íåïîñòîßííà, òî, ñîãëàñíî ëåììå, ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñ-
ëî ε, äëß êîòîpîãî âûïîëíåíî íåpàâåíñòâî (12.4). Ïîëîæèì ôóíêöèþ f
pàâíîé f(z) = ez/K , z ∈ U , ãäå K > 0 áóäåò âûápàíî ïîçæå. Òàê êàê íàè-
ìåíüøàß âåpõíßß ãpàíü â âûðàæåíèè (1.1) äëß ìàêñèìàëüíîé pàäèàëüíîé
ôóíêöèè ôóíêöèè f äîñòèãàåòñß ïpè r = 0 è âñåõ ζ = eiθ ∈ T ñ Re ζ < 0,
òî ïåpâîå èç óñëîâèé íà ôóíêöèþ f âûïîëíåíî äëß ëþáîãî K > 0. ×òîáû
óäîâëåòâîpèòü âòîpîìó óñëîâèþ, ïîäáåpåì òàêîå K > 0, ÷òîáû îòíîøåíèå
|ψ(reiθ)f(φ(reiθ))|
|f(φ∗(eiθ))| =
|ψ(reiθ)|
eRe[φ∗(eiθ)−φ(reiθ)]/K
áûëî íå áîëüøå åäèíèöû äëß âñåõ 0 ≤ r < 1 è ïî÷òè âñåõ θ ∈ [−pi, pi]. Ýòî
è áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî íàèìåíüøàß âåpõíßß ãpàíü â îïpåäåëåíèè ìàêñè-
ìàëüíîé pàäèàëüíîé ôóíêöèè äëß ψf(φ) äîñòèãàåòñß ïpè r → 1− ïî÷òè
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âñþäó íà T . Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ïpåäïîëîæåíèßì òåîpåìû, ñóùå-
ñòâóåò òàêàß êîíå÷íàß ïîñòîßííàß C ≥ 0, ÷òî íåpàâåíñòâî
|φ∗(eiθ)− φ(reiθ)| ≤ C(1− r), 0 ≤ r < 1,
ñïpàâåäëèâî äëß ïî÷òè âñåõ θ ∈ [−pi, pi]. Ïî äîêàçàííîìó âûøå,
|ψ(reiθ)|
eRe[φ∗(eiθ)−φ(reiθ)]/K
≤ (1− ε(1− r)) ec(1−r)/K , 0 ≤ r < 1, (12.6)
äëß ïî÷òè âñåõ θ ∈ [−pi, pi]. Âûáåpåì òàêîå K > 0, ÷òîáû âûpàæåíèå â
ïpàâîé ÷àñòè íåpàâåíñòâà (12.6) áûëî íå áîëüøå 1 ïpè âñåõ 0 ≤ r < 1.
Òàêèì îápàçîì, èñêîìàß ôóíêöèß f íàéäåíà.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè îòîáðàæåíèå âèäà (8.32) ßâëßåòñß èçîìåòðèåé
ïðîñòðàíñòâà M q, q > 0, òî ôóíêöèß ψ íåîáõîäèìî ïîñòîßííàß è óòâåð-
æäåíèå òåîðåìû ñâîäèòñß ê íåîáõîäèìîñòè òåîðåìû 12.1.
Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé òåîpåìû ñëåäóåò èç äîñòàòî÷íîñòè óñëîâèé
òåîpåìû 12.1.
12.1.3. Äîïîëíåíèå ê òåîðåìå 12.3
Ðåçóëüòàò ïpåäûäóùåãî ïóíêòà ìîæíî óòî÷íèòü.
Òåîðåìà 12.5. Ïóñòü q > 0, ψ è φ  âíóòpåííèå ôóíêöèè â êpóãå U ,
ïpè÷åì ñóùåñòâóåò êîíå÷íàß ïîñòîßííàß C ≥ 0, äëß êîòîpîé íåpàâåí-
ñòâî |φ∗(eiθ) − φ(reiθ)| ≤ C(1 − r), 0 ≤ r < 1, âûïîëíåíî äëß ïî÷òè âñåõ
θ ∈ [−pi, pi]. Îòîápàæåíèå I, îïpåäåëåííîå ôîpìóëîé (8.32), ßâëßåòñß
èçîìåòpèåé ïpîñòpàíñòâàMq òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ψ(z) = α ∈ T
è φ(z) = βzk, z ∈ U , äëß íåêîòîpûõ β ∈ T è k ∈ N.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïpåäûäóùåé òåîpåìû, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
èç èçîìåòpè÷íîñòè îòîápàæåíèß I â ìåòpèêå ïpîñòpàíñòâà Mq âûòåêàåò
èíâàpèàíòíîñòü ìåpû σ îòíîñèòåëüíî îòîápàæåíèß φ∗. Â äîêàçàòåëüñòâå
ýòîãî ñâîéñòâà ìîæíî ïîëüçîâàòüñß òåìè æå pàññóæäåíèßìè, êîòîpûå áû-
ëè èñïîëüçîâàíû ïpè äîêàçàòåëüñòâå òåîpåìû 8.37.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ñíà÷àëà K  îòêpûòàß äóãà åäèíè÷íîé îêpóæ-
íîñòè T . Ñîãëàñíî òåîpåìå ñòàòüè [61], äëß ëþáîãî 0 < ε < 1 ñóùåñòâó-
åò ãîëîìîpôíàß â êpóãå U ôóíêöèß f , äëß êîòîpîé pàäèàëüíàß ìàêñè-
ìàëüíàß ôóíêöèß ñîâïàäàåò ïî÷òè âñþäó ñ àáñîëþòíûìè çíà÷åíèßìè åå
pàäèàëüíûõ ãpàíè÷íûõ ïpåäåëîâ è pàâíà ïî÷òè âñþäó íà T ôóíêöèè
ϕ(γ) = χ
K
(γ) + εχ
T\K (γ), γ ∈ T , ãäå ñèìâîë χE , êàê âñåãäà, îáîçíà÷à-
åò èíäèêàòîp ìíîæåñòâà E íà T . Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèß f îãpàíè÷åíà
(åäèíèöåé) ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå è
|f |q/αqMq =
∫
T
lnq(1+Mradf(γ))σ(dγ) = ln
q 2 σK+lnq(1+ε) σ(T\K), 0 < ε < 1.
(12.7)
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Ôóíêöèß f(φ) òàêæå îãpàíè÷åíà â êpóãå U , ïîýòîìó äëß ïî÷òè âñåõ
θ ∈ [−pi, pi] ó íåå äîëæíû ñóùåñòâîâàòü pàäèàëüíûå ãpàíè÷íûå çíà÷å-
íèß (f(φ))∗(eiθ) è, ïî òåîpåìå Ëèíäåëåôà, ýòè çíà÷åíèß äëß ïî÷òè âñåõ
θ äîëæíû ñîâïàäàòü ñ f∗(φ∗(eiθ)) (ñîâïàäåíèå èìååò ìåñòî äëß òàêèõ θ,
â êîòîpûõ ñóùåñòâóåò pàäèàëüíûé ïpåäåë ôóíêöèè f(φ) è ñóùåñòâóåò
pàäèàëüíûé ïpåäåë ôóíêöèè φ, ïpè÷åì φ∗(eiθ) ∈ T ). Êpîìå òîãî, ïî
îïpåäåëåíèþ âíóòpåííåé ôóíêöèè, äëß ïî÷òè âñåõ θ ∈ [−pi, pi] ñóùåñòâó-
åò pàäèàëüíûé ãpàíè÷íûé ïpåäåë ôóíêöèè ψ, ïpè÷åì |ψ∗| = 1 ïî÷òè
âñþäó íà T . Èñïîëüçóß ñâîéñòâî èíâàpèàíòíîñòè ìíîæåñòâ ìåpû íóëü
îòíîñèòåëüíî îïåpàöèè âçßòèß ïpîîápàçà ïpè îòîápàæåíèè φ∗, ïîëó÷àåì
|(ψf(φ))∗(eiθ)| = 1 äëß ïî÷òè âñåõ eiθ ∈ (φ∗)−1K. Îòñþäà
|If |q/αqMq =
∫
T
lnq(1 +Mrad(ψf(φ))(γ))σ(dγ) ≥
≥
∫
(φ∗)−1K
lnq(1 + |(ψf(φ))∗(γ)|)σ(dγ) = lnq 2 σ(φ∗)−1K. (12.8)
Ñîïîñòàâëßß pàâåíñòâà (12.7) è (12.8) è èñïîëüçóß ñâîéñòâî èçîìåòpè÷íî-
ñòè îòîápàæåíèß I, èìååì
lnq 2 σK + lnq(1 + ε) σ(T \K) = |f |q/αqMq =
= |If |q/αqMq ≥ lnq 2 σ(φ∗)−1K, 0 < ε < 1,
îòêóäà, â ñèëó ïpîèçâîëüíîñòè 0 < ε < 1, ïîëó÷àåì σK ≥ σ(φ∗)−1K.
Ïîêàæåì òåïåpü, ÷òî íåpàâåíñòâî σE ≥ σ(φ∗)−1E âûïîëíßåòñß äëß
ïpîèçâîëüíîãî áîpåëåâñêîãî ìíîæåñòâà E íà T (à íå òîëüêî äëß îòêpû-
òûõ äóã). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè E  ïpîèçâîëüíîå áîpåëåâñêîå ïîäìíîæå-
ñòâî T , òî, ñîãëàñíî åãî σ-èçìåpèìîñòè, äëß ëþáîãî ε > 0 ìîæíî íàéòè
òàêîå ïîêpûòèå E êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì ÷èñëîì îòêpûòûõ äóã {Kl},
äëß êîòîpîãî
∑
l
σKl < σE + ε. Îòñþäà
σ(φ∗)−1E ≤ σ
⋃
l
(φ∗)−1Kl ≤
∑
l
σ(φ∗)−1Kl ≤
∑
l
σKl < σE + ε,
÷òî, â ñèëó ïpîèçâîëüíîñòè ε > 0, äàåò σ(φ∗)−1E ≤ σE.
Åñëè ìíîæåñòâî E ⊆ T  áîpåëåâñêîå, òî òàêîâûì áóäåò è äîïîë-
íåíèå ê íåìó (îòíîñèòåëüíî T ). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî äîêàçàííîìó âû-
øå, σ(φ∗)−1(T \ E) ≤ σ(T \ E), îòêóäà 1 − σ(φ∗)−1E ≤ 1 − σE èëè
σE ≤ σ(φ∗)−1E, òî åñòü âûïîëíåíî ïpîòèâîïîëîæíîå ê äîêàçàííîìó âû-
øå íåpàâåíñòâî. Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ìåpà ïpîèçâîëüíîãî áîpåëåâñêî-
ãî ìíîæåñòâà íà T ïpè âçßòèè ïpîîápàçà îòíîñèòåëüíî îòîápàæåíèß φ∗
ñîõpàíßåòñß. Ýòî è îçíà÷àåò èíâàpèàíòíîñòü ìåpû σ îòíîñèòåëüíî îòîápà-
æåíèß φ∗.
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Çàìå÷àíèå 12.6. Ïpåäïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî âíóòpåííåé ôóíêöèè φ,
ôèãópèpóþùåå â ýòîé òåîðåìå, íà ñàìîì äåëå ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ
Ëèïøèöà â êpóãå U . Äëß âíóòpåííèõ ôóíêöèé óñëîâèå Ëèïøèöà ýêâè-
âàëåíòíî òîìó, ÷òî îíè ßâëßþòñß ïpîèçâåäåíèßìè Áëßøêå ñ êîíå÷íûì
÷èñëîì ñîìíîæèòåëåé (ñì. [149, ãë.VII, 7, òåîpåìà 47]). Íåòpóäíî çàìå-
òèòü, ÷òî ïpè äîêàçàòåëüñòâå òåîpåìû èñïîëüçîâàëîñü òîëüêî íåpàâåíñòâî
Re[φ∗(eiθ)− φ(reiθ)] ≥ −C(1− r), 0 ≤ r < 1,
êîòîpîå ýêâèâàëåíòíî îãpàíè÷åííîñòè ñíèçó ôóíêöèè Reφ′(z), z ∈ U .
Íåèçâåñòíî, áóäåò ëè ýòî óñëîâèå äëß âíóòpåííèõ ôóíêöèé ýêâèâàëåíòíî
ëèïøèöåâîñòè â êpóãå U .
12.2. Ëèíåéíûå èçîìåòðèè ïðîñòðàíñòâ
â ïîëóïëîñêîñòè
12.2.1. Èçâåñòíûå ñâåäåíèß î ëèíåéíûõ èçîìåòðèßõ
ïðîñòðàíñòâ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â ïîëóïëîñêîñòè
Íåñìîòðß íà òî, ÷òî ïåðâûå îïèñàíèß ìíîæåñòâà ëèíåéíûõ èçîìåòðèé
ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ïîßâèëèñü äîâîëüíî äàâíî (ñì. [2, pàçä.XI],
[74]), äëß ïðîñòðàíñòâ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè èçó÷åíèå ëèíåéíûõ èçî-
ìåòðèé íà÷àëîñü ëèøü â 1991 ãîäó (íå ñ÷èòàß ñëó÷àß ãèëüáåðòîâà ïðî-
ñòðàíñòâà H2(D), ïîäðîáíîå èçó÷åíèå íåóíèòàðíûõ èçîìåòðèé êîòîðîãî
ñì. â êíèãå Ê. Ãîôìàíà [83, ãë. 7]), òî åñòü áîëåå ïîëóâåêà ñïóñòß ïîñëå íà-
÷àëà èçó÷åíèß ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ â ïîëóïëîñêîñòè. Âïåðâûå
ýòèì âîïðîñîì çàíßëñß ßïîíñêèé ìàòåìàòèê Í.Ìî÷èçóêè â ñâîåé ðàáî-
òå [108]. Èì áûëî ïîëó÷åíî îïèñàíèå ëèíåéíûõ èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâ
Hp(D), p > 0.
Òåîðåìà 12.7. Ïóñòü A  ëèíåéíàß èçîìåòðèß ïðîñòðàíñòâà Hp(D)
íà Hp(D), p > 0, p 6= 2. Òîãäà A ïðåäñòàâëßåòñß â âèäå
(Af)(z) = c(ψ′(Ψ(z))))1/p
(
1
z + i
)2/p(
2i
1− (ψ ◦ Ψ)(z)
)2/p
×
×f((Ψ−1 ◦ ψ ◦ Ψ)(z)) (z ∈ D) (12.9)
äëß f ∈ Hp(D), ãäå c ∈ C, |c| = 1, Ψ(z) = (z − i)(z + i)−1, z ∈ D, ψ  êîí-
ôîðìíîå îòîáðàæåíèå åäèíè÷íîãî êðóãà U íà ñåáß, è ψ′  ïðîèçâîäíàß
ψ. Åñëè ïîëîæèòü ϕ = Ψ−1 ◦ ψ ◦ Ψ , òî
(Af)(z) = c(ϕ′(z))1/pf(ϕ(z)) (z ∈ D). (12.10)
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12.2.2. Èçîìåòðèè Nq(D), q > 1
Êàê è â ïóíêòå 8.2.3, îïðåäåëèì êîíóñ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå êàê
ìíîæåñòâî, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèß íà ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.
Îòîáðàæåíèå I íàçîâåì ïîëîæèòåëüíî-îäíîðîäíûì, åñëè äëß íåãî âûïîë-
íßåòñß ðàâåíñòâî I(αf) = αI(f) äëß âñåõ α > 0.
Äëß ñëåäóþùåé òåîðåìû ðàññìîòðèì êëàññ lnLq+(R) ôóíêöèé f , äëß
êîòîðûõ âûïîëíßåòñß íåðàâåíñòâî
+∞∫
−∞
lnq(1 + |f(x)|) dx < +∞.
Çàìå÷àíèå 12.8. Ïðîñòðàíñòâî N q(D), q > 1, ïîñðåäñòâîì âåðòèêàëüíûõ
ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé âêëàäûâàåòñß â ïðîñòðàíñòâî lnLq+(R), íî îïðåäåëß-
åìîå, òàê êàê ìû èìååì äåëî ñî ñëó÷àåì áåñêîíå÷íîé ìåðû, ñðàçó óñëî-
âèåì êîíå÷íîñòè õàðàêòåðèñòèêè (8.9) âìåñòî óñëîâèß èíòåãðèðóåìîñòè
lnq+ |f |. (Ñîãëàñíî òåîðåìå 11.17 ïóíêòà 11.2.1, âåðíîé ñ òåì æå äîêàçà-
òåëüñòâîì äëß êëàññîâ Nq(D), q > 1, âëîæåíèå ïðîèçâîäèòñß ñîãëàñíî
f ∈ Nq(D) 7→ [f+] ∈ lnq+(R).) Ýòî âëîæåíèå ëèíåéíî è èçîìåòðè÷íî,
ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî Nq(D), q > 1, ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ íåêîòîðûì
ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà lnLq+(R).
Òåîðåìà 12.9. Ïóñòü q > 1 è I  ïpîèçâîëüíàß ëèíåéíàß èçîìåòpèß
ïpîñòpàíñòâà N q(D) íà ñåáß. Òîãäà I èìååò âèä
(If)(z) = cf(z + a), z ∈ D, f ∈ Nq(D), (12.11)
ãäå c ∈ C, |c| = 1, è a ∈ R.
Îápàòíî, åñëè I èìååò âèä (12.11) äëß íåêîòîpîãî a ∈ R è c ∈ C,
|c| = 1, òî I  ëèíåéíàß èçîìåòpèß ïpîñòpàíñòâà Nq(D) íà ñåáß.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïpåäïîëîæèì, ÷òî I  ëèíåéíàß èçîìåòpèß ïpîñòpàí-
ñòâà Nq(D). Çàìåòèì, ÷òî âñßêîå ëèíåéíîå îòîápàæåíèå I òàêæå è
ïîëîæèòåëüíî-îäíîpîäíî. Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå (ñì. çàìå÷àíèå â íà-
÷àëå ýòîãî ïóíêòà), ïðîñòðàíñòâî Nq(D), q > 1, ëèíåéíî è èçîìåòðè÷íî
âêëàäûâàåòñß â ïðîñòðàíñòâî lnLq+(R). Îáîçíà÷èì îáðàç ýòîãî âëîæåíèß
êàê N˜q(D), q > 1. Òîãäà N˜q(D) ßâëßåòñß ëèíåéíûì çàìêíóòûì ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà lnLq+(R), ÷òî ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè, èçîìåòðè÷-
íîñòè è ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâàNq(D), q > 1. Â ÷àñòíîñòè, N˜q(D) ßâëßåòñß
êîíóñîì. Ïîëîæèâ C = N˜q(D), çàìåòèì, ÷òî ëþáàß ëèíåéíàß èçîìåòðèß I
ïðîñòðàíñòâà Nq(D), q > 1, åñòåñòâåííûì îáðàçîì èíäóöèðóåò ëèíåéíóþ,
à çíà÷èò, è ïîëîæèòåëüíî-îäíîðîäíóþ èçîìåòðèþ I˜ êîíóñà C â lnLq+(R).
Ñîãëàñíî ëåììå 8.20, îòîápàæåíèå I˜ ßâëßåòñß ëèíåéíîé èçîìåòpèåé îäíî-
âpåìåííî äâóõ ïpîñòpàíñòâ  Lq+1(R) è Lq+2(R). Âîçâðàùàßñü îáðàòíî ê
ïðîñòðàíñòâóNq(D), q > 1, íàõîäèì, ÷òî I ßâëßåòñß ëèíåéíîé èçîìåòðèåé
îäíîâðåìåííî äâóõ ïðîñòðàíñòâ Õàðäè  Hq+1(D) è Hq+2(D). Ïpèìåíßß
òåîðåìó 12.7 ê p = q+1 è p = q+2, ïîëó÷àåì, ÷òî îòîápàæåíèå I èìååò âèä
(12.10) è äëß p = q+ 1, è äëß p = q+ 2 (ñ îäíîé è òîé æå ôóíêöèåé ϕ  â
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ýòîì ìîæíî óáåäèòüñß, ïîäñòàâëßß â (12.10) ôóíêöèè f(z) âèäà (z+ i)−k,
k ∈ N). Òàêîå ìîæåò áûòü òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè ϕ′ = 1 è ϕ(z) = z+ a äëß
íåêîòîðîãî a ∈ R. Òàê êàê Hp(D) ∩Nq(D) ïëîòíî â Nq(D) è ñõîäèìîñòü
â Nq(D) íå ñëàáåå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ èç D (òåîðåìà
11.26), òî îòîápàæåíèå I ñîõpàíßåò âèä (12.11) íà âñåì Nq(D).
Îápàòíîå óòâåpæäåíèå òpèâèàëüíî.
Çàìå÷àíèå 12.10. Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû âîøëè â äèññåðòàöèè [25] è [46].
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Ïðîñòðàíñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé
Ýôôåêòèâíûé ñïîñîá èçó÷åíèß ìàëûõ êëàññîâ Õàðäè hp, p > 0, ãàð-
ìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â åäèíè÷íîì êðóãå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (ïðåä-
ñòàâëåííûé â øèðîêî èçâåñòíûõ ìîíîãðàôèßõ [41], [70]) ñîñòîèò â äàâ-
íèøíåì, ïðèíàäëåæàùåì Ì.Ðèññó (1927 ã.), íàáëþäåíèè: ãàðìîíè÷åñêèå
ôóíêöèè êëàññîâ hp, p > 1, ßâëßþòñß äåéñòâèòåëüíûìè ÷àñòßìè àíà-
ëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé áîëüøèõ êëàññîâ Õàðäè Hp, p > 1, è ýòî ïîçâî-
ëßåò âîñïîëüçîâàòüñß ãëóáîêèìè ðåçóëüòàòàìè è øèðîêî ðàçðàáîòàííû-
ìè ìåòîäàìè òåîðèè êëàññîâ Hp àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé (ñì. [41], [70]).
Õîðîøî èçâåñòíî òàêæå, ÷òî ýòî ñâîéñòâî ïåðåñòàåò áûòü ñïðàâåäëèâûì
â ñëó÷àå 0 < p ≤ 1, è òèïè÷íûì ïðèìåðîì ñëóæèò òàê íàçûâàåìîå ßäðî
Ïóàññîíà  ïðèíàäëåæàùàß ìàëîìó êëàññó h1 ôóíêöèß
p(z) =
1− |z|2
|1− z|2 , |z| < 1, (13.1)
êîòîðàß ßâëßåòñß äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ ôóíêöèè (1+z)(1−z)−1, íå ïðè-
íàäëåæàùåé êëàññó H1. Áîëåå òîãî, ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè ìàëûõ êëàñ-
ñîâ hp, 0 < p < 1, ìîãóò èìåòü âî ìíîãèõ ñìûñëàõ î÷åíü ïëîõîå ïîâåäåíèå
(íàïðèìåð, íå îáëàäàòü ðàäèàëüíûìè ïðåäåëàìè ïî÷òè âî âñåõ ãðàíè÷-
íûõ òî÷êàõ, ÷òî íåâîçìîæíî äëß àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé áîëüøèõ êëàñ-
ñîâ Õàðäè Hp, 0 < p < 1). Ïîýòîìó óæå äàâíî (ñì., íàïðèìåð, ïèîíåðíóþ
â ýòîì íàïðàâëåíèè ðàáîòó [59]) ñòàëè èçó÷àòü ïîäìíîæåñòâà â hp, p > 0,
ýëåìåíòû êîòîðûõ ïðåäñòàâëßþò ñîáîé äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè ôóíêöèé
ïðîñòðàíñòâ Hp, p > 0. Â íàñòîßùåé ãëàâå óêàçûâàåòñß íîâûé ïîäõîä ê
èçó÷åíèþ òàêèõ ïîäìíîæåñòâ â hp, p > 0, ïîçâîëßþùèé ðàññìàòðèâàòü èõ
êàê F -ïðîñòðàíñòâà îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííûõ èíâàðèàíòíûõ ìåòðèê è
èçó÷àòü â íèõ ðàçëè÷íûå ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà. Àíàëîãè÷íûé
ïîäõîä èñïîëüçîâàí â ñòàòüå [8] ïðè èçó÷åíèè ïðîñòðàíñòâ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé.
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13.1. Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèß è îïðåäåëåíèß
Ñèìâîëîì U îáîçíà÷èì îòêðûòûé åäèíè÷íûé êðóã |z| < 1 íà êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, à ñèìâîëîì T  åãî ãðàíèöó |z| = 1. Äëß ïðî-
èçâîëüíîé òî÷êè eiθ ∈ T è ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà α > 1 ðàññìîòðèì â U
óãëîâóþ îáëàñòü Dα(θ) = {z ∈ U ; |z − eiθ| < α(1 − |z|)} ñ âåðøèíîé â eiθ.
Äëß ïðîèçâîëüíîé êîìïëåêñíîé ôóíêöèè u(z), îïðåäåëåííîé â U , âåëè-
÷èíû sup
0≤r<1
|u(reiθ)| = (Mu)(eiθ) è sup
z∈Dα(θ)
|u(z)| = (Mαu)(eiθ) íàçûâàþò
ðàäèàëüíîé ìàêñèìàëüíîé ôóíêöèåé è óãëîâîé ìàêñèìàëüíîé ôóíêöèåé
â òî÷êå eiθ ∈ T ñîîòâåòñòâåííî.
Åñëè ôóíêöèß u(z) íåïðåðûâíà â êðóãå U , òî äëß ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë
p > 0 è α > 1 îáîçíà÷èì
‖u‖p = sup
0≤r<1
[ pi∫
−pi
|u(reiθ)|p dθ
2pi
]1/p
, (13.2)
‖u‖∗p =
[ pi∫
−pi
(Mu)p(eiθ)
dθ
2pi
]1/p
, (13.3)
‖u‖p,α =
[ pi∫
−pi
(Mαu)
p(eiθ)
dθ
2pi
]1/p
. (13.4)
Èç îïðåäåëåíèé (13.2)(13.4) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî
‖u‖p ≤ ‖u‖∗p ≤ ‖u‖p,α (13.5)
äëß âñåõ p > 0 è α > 1, è íåðàâåíñòâà ñ÷èòàþòñß ôîðìàëüíûìè â ñëó-
÷àå áåñêîíå÷íîñòè êàêîé-ëèáî èç âåëè÷èí (13.2)(13.4). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
êëàññè÷åñêàß ìàêñèìàëüíàß òåîðåìà ÕàðäèËèòòëâóäà [77] óòâåðæäàåò,
÷òî äëß àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f â êðóãå U óñëîâèå ‖f‖p < +∞ äëß âñåõ
p > 0 ðàâíîñèëüíî ñâîéñòâó ‖f‖∗p < +∞. Åñëè ôóíêöèß u(z)  ãàðìîíè-
÷åñêàß â U , òî, ñîãëàñíî îñíîâíîé òåîðåìå ñòàòüè [91], äëß ëþáûõ p > 0 è
α > 1 ìîæíî óêàçàòü òàêóþ óíèâåðñàëüíóþ ïîëîæèòåëüíóþ ïîñòîßííóþ
Ap,α, ÷òî
‖u‖p,α ≤ Ap,α ‖u‖∗p, (13.6)
è íåðàâåíñòâî ñ÷èòàåòñß ôîðìàëüíûì, åñëè ïðàâàß ÷àñòü áåñêîíå÷íà.
Ãàðìîíè÷åñêóþ â êðóãå U ôóíêöèþ u(z) îòíîñßò ê ìàëîìó êëàññó
Õàðäè hp, p > 0, åñëè ‖u‖p < +∞. Àíàëèòè÷åñêóþ â êðóãå U ôóíêöèþ
f(z) îòíîñßò ê áîëüøîìó êëàññó Õàðäè Hp, p > 0, åñëè ‖f‖p < +∞, à
ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî u, v ∈ hp, p > 0, ãäå f(z) = u(z) + iv(z),
z ∈ U (ñì. [70, 1.1]).
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Îïðåäåëåíèå 13.1. Ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ u(z), îïðåäåëåííóþ â êðóãå
U , îòíåñåì ê êëàññó hpmax, p > 0, åñëè ‖u‖∗p < +∞, òàê ÷òî âëîæåíèå
hpmax ⊆ hp ñïðàâåäëèâî äëß âñåõ p > 0.
Íåòðóäíî äîêàçàòü òàêæå, èñõîäß èç îïðåäåëåíèß (13.3), ñòðîãèå âëî-
æåíèß hp1max ⊂ hp2max äëß âñåõ 0 < p2 < p1.
Çàìå÷àíèå 13.2. Îòìå÷åííàß âûøå ìàêñèìàëüíàß òåîðåìà ÕàðäèËèòò-
ëâóäà ïîêàçûâàåò, ÷òî íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèß ìàêñèìàëüíîãî àíàëîãà
Hpmax, p > 0, äëß êëàññà H
p, p > 0, îòïàäàåò, ïîñêîëüêó Hpmax = H
p,
p > 0, õîòß â âîïðîñàõ ìåòðè÷åñêîãî õàðàêòåðà ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëå-
íèå ïðèâîäèò ê ñîâåðøåííî äðóãîé ìåòðèêå è äðóãîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóê-
òóðå êëàññà Hp.
Òåîðåìà 13.3. Ôóíêöèß u(z) ïðèíàäëåæèò êëàññó hpmax, p > 0, â òîì
è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà ïðåäñòàâèìà â âèäå u(z) = Re f(z)
äëß íåêîòîðîé ôóíêöèè f(z) êëàññà Hp, p > 0. Ïðè ýòîì, åñëè ôóíêöèß
f â òàêîì ïðåäñòàâëåíèè íîðìèðîâàíà óñëîâèåì Im f(0) = 0, òî
‖f‖p ≤ Cp‖u‖∗p (13.7)
ñ íåêîòîðîé ïîñòîßííîé Cp > 0, íå çàâèñßùåé îò u.
Çàìå÷àíèå 13.4. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå p = 1 ýòîò ðåçóëüòàò ñôîðìóëèðîâàí è
äîêàçàí â [31, ãë.VIII, D, ï. 2]. Ïîõîæèé ðåçóëüòàò äëß ôóíêöèé, îïðå-
äåëåííûõ â ïîëóïëîñêîñòè, îòìå÷åí â [73, 8, òåîðåìà 9 è ñëåäñòâèå 2].
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 13.1, ôîðìóëàì (13.3), (13.4) è
íåðàâåíñòâàì (13.5) è (13.6), ôóíêöèß u(z) ∈ hpmax, p > 0, òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ‖u‖p,α < +∞ äëß p > 0 è âñåõ α > 1. Äëß ãàðìîíè÷åñêîé
ôóíêöèè u(z) â êðóãå U ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàß ñ òî÷íîñòüþ äî àääè-
òèâíîé ïîñòîßííîé ñîïðßæåííàß ãàðìîíè÷åñêàß ôóíêöèß v(z) òàêàß, ÷òî
ôóíêöèß u(z) + iv(z) = f(z) ãîëîìîðôíà â U . Åñëè ôóíêöèþ v(z) íîð-
ìèðîâàòü óñëîâèåì v(0) = 0, òî â ñèëó îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ñòàòüè [59]
ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî
‖f‖p ≤ Cp,α‖u‖p,α, (13.8)
ñïðàâåäëèâîå äëß âñåõ p > 0 è α > 1 ñ íåêîòîðîé ïîñòîßííîé Cp,α > 0, íå
çàâèñßùåé îò u(z) è v(z). Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì èçëîæåííîãî â íà÷àëå äîêàçà-
òåëüñòâà óòâåðæäåíèß çàêëþ÷àåì, ÷òî ‖f‖p < +∞ è u(z) = Re f(z), z ∈ U ,
äëß ôóíêöèè f ∈ Hp, p > 0. Íåðàâåíñòâî (13.7) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà
(13.8) ïîäñòàíîâêîé â íåãî íåðàâåíñòâà (13.6).
Ñëåäñòâèå 13.5. Äëß ëþáîãî p > 0 ñóùåñòâóåò òàêàß êîíå÷íàß ïîñòî-
ßííàß Cp > 0, ÷òî
|u(z)| ≤ Cp
(
1 + |z|
1− |z|
)1/p
‖u‖∗p, z ∈ U, (13.9)
äëß ëþáîé ôóíêöèè u(z) ∈ hpmax, p > 0.
238 13. Ïðîñòðàíñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 13.3, äëß ëþáîé ôóíêöèè u(z) ∈ hpmax,
p > 0, íàéäåì òàêóþ ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ f ∈ Hp, p > 0, óäîâëå-
òâîðßþùóþ îöåíêå (13.7) ñ ïîñòîßííîé Cp > 0, íå çàâèñßùåé îò u(z), ÷òî
u = Re f . Èçâåñòíàß îöåíêà ìîäóëß ôóíêöèè êëàññà Hp (ñì., íàïðèìåð,
[41, ãë. II, 3, ï. 1]) èìååò âèä
|f(z)| ≤
(
1 + |z|
1− |z|
)1/p
‖f‖p, z ∈ U, (13.10)
îòêóäà, ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà |u(z)| ≤ |f(z)| è îöåíêè (13.7), ïîëó÷àåì
(13.9).
Äðóãîå ñëåäñòâèå òåîðåìû 13.3 ñâßçàíî ñ ïîíßòèåì óãëîâîãî ïðåäåëà
ôóíêöèè u(z) â ãðàíè÷íîé òî÷êå eiθ. Òàê íàçûâàþò çíà÷åíèå w ∈ C, êîòî-
ðîå ßâëßåòñß ïðåäåëîì ôóíêöèè u(z), êîãäà z ñòðåìèòñß ê eiθ, îñòàâàßñü
â êàæäîé îáëàñòè Dα(θ), α > 1, îäíî è òî æå äëß âñåõ Dα(θ), α > 1, è
êîòîðîå îáîçíà÷àåòñß w = u(eiθ).
Ñëåäñòâèå 13.6. Ïðîèçâîëüíàß ôóíêöèß u(z) êëàññà hpmax, p > 0, îáëàäà-
åò êîíå÷íûìè óãëîâûìè ïðåäåëàìè u(eiθ) äëß ïî÷òè âñåõ òî÷åê eiθ ∈ T .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 13.3, ëþáàß ôóíêöèß u ∈ hpmax, p > 0,
èìååò ïðåäñòàâëåíèå u = Re f , f ∈ Hp, p > 0. Òàê êàê ôóíêöèè êëàññîâ
Hp, p > 0, îáëàäàþò êîíå÷íûìè óãëîâûìè ïðåäåëàìè ïî÷òè âñþäó íà T
(ñì., íàïðèìåð, [41]), òî óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèß 13.6 ñïðàâåäëèâî íà îñíî-
âàíèè íåïðåðûâíîñòè îïåðàöèè âçßòèß äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè êîìïëåêñ-
íîãî ÷èñëà.
Çàìå÷àíèå 13.7. Âûøå îòìå÷àëîñü, ÷òî ôóíêöèè êëàññîâ hp, p > 1, ßâ-
ëßþòñß äåéñòâèòåëüíûìè ÷àñòßìè ôóíêöèé êëàññîâ Hp, p > 1, òàê ÷òî
óòâåðæäåíèß òåîðåìû 13.3 è ñëåäñòâèé 13.5 è 13.6 äîñòàâëßþò íîâóþ èí-
ôîðìàöèþ òîëüêî â ñëó÷àå 0 < p ≤ 1.
13.2. Ñîîòíîøåíèß ìåæäó êëàññàìè hp è hpmax, p > 0
Ñîãëàñíî óïîìßíóòîé â íà÷àëå ãëàâû òåîðåìå Ì.Ðèññà, ïðè ëþáîì
p > 1 óñëîâèß ‖u‖p < +∞ è ‖v‖p < +∞ äëß ëþáîé ïàðû ñîïðßæåííûõ
ãàðìîíè÷åñêèõ â U ôóíêöèé u(z) è v(z) ðàâíîñèëüíû. Òàê êàê ïðè ýòîì
ôóíêöèß f(z) = u(z) + iv(z) ïðèíàäëåæèò êëàññó Hp, p > 1, òî ïî ìàê-
ñèìàëüíîé òåîðåìå ÕàðäèËèòòëâóäà ([77]) èìååì ‖u‖∗p < +∞. Òàêèì îá-
ðàçîì, ïðè p > 1 êëàññû hp è hpmax ñîâïàäàþò (êàê ìíîæåñòâà ôóíêöèé).
Ýòî óòâåðæäåíèå ñòàíîâèòñß íåâåðíûì óæå ïðè p = 1, êàê ïîêàçûâàåò
ïðèìåð ôóíêöèè (13.1). Ñïðàâåäëèâà, îäíàêî, ñëåäóþùàß òåîðåìà.
Òåîðåìà 13.8. Ëþáàß ôóíêöèß u(z) êëàññà h1, à òàêæå åå ñîïðßæåííàß
ôóíêöèß v(z) ïðèíàäëåæèò êàæäîìó èç êëàññîâ hpmax, 0 < p < 1. Åñëè,
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äîïîëíèòåëüíî, ôóíêöèß v(z) íîðìèðîâàíà óñëîâèåì v(0) = 0, òî íåðà-
âåíñòâà
‖u‖∗p ≤ Kp‖u‖1, ‖v‖∗p ≤ Kp‖u‖1 (13.11)
ñïðàâåäëèâû ñ íåêîòîðîé êîíå÷íîé ïîñòîßííîé Kp, çàâèñßùåé òîëüêî
îò p, 0 < p < 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíàß òåîðåìà Êîëìîãîðîâà (ñì., íàïðèìåð,
[31, ãë.V, D, ï. 5]) óòâåðæäàåò, ÷òî äëß ëþáîé ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè
u(z), ïðåäñòàâèìîé â êðóãå U èíòåãðàëîì ÏóàññîíàËåáåãà, ãîëîìîðô-
íàß ôóíêöèß f(z) = u(z) + iv(z) ïðèíàäëåæèò êëàññàì Hp äëß ëþáîãî
p, 0 < p < 1, ãäå v(z)  ñîïðßæåííàß ê u(z) ôóíêöèß ñ v(0) = 0; ïðè
ýòîì ‖f‖p ≤ Lp‖u‖1 ñ êîíå÷íîé ïîñòîßííîé Lp > 0, çàâèñßùåé òîëüêî
îò p. Â ñòàòüå [55, ñ. 29]) îòìå÷åíî, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû Êîëìîãîðîâà
îñòàåòñß ñïðàâåäëèâûì äëß ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè u êëàññà h1, ïîñêîëü-
êó â åå äîêàçàòåëüñòâå èíòåãðàë ÏóàññîíàËåáåãà ìîæíî çàìåíèòü èíòå-
ãðàëîì ÏóàññîíàÑòèëòüåñà (êàê õîðîøî èçâåñòíî, ýêâèâàëåíòíûì óñëî-
âèåì ïðèíàäëåæíîñòè ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè êëàññó h1 ßâëßåòñß ïðåä-
ñòàâèìîñòü åå â âèäå èíòåãðàëà ÏóàññîíàÑòèëòüåñà). Ñîãëàñíî ìàêñè-
ìàëüíîé òåîðåìå ÕàðäèËèòòëâóäà, èìååì îöåíêó ‖f‖∗p ≤ Dp‖f‖p ñ ïî-
ñòîßííîé Dp > 0, çàâèñßùåé òîëüêî îò p. Îáúåäèíßß îáå ýòè îöåíêè è
ó÷èòûâàß íåðàâåíñòâà |u(z)| ≤ |f(z)|, |v(z)| ≤ |f(z)|, z ∈ U , ïîëó÷àåì
(13.11) ñ Kp = Lp ·Dp.
Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî â [129] ðàññìàòðèâàëèñü íåêîòîðûå êëàññû
h˜p, 0 < p ≤ 1, ïðîìåæóòî÷íûå ìåæäó hpmax è hp.
13.3. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà êëàññîâ hpmax, p > 0
Ñòàíäàðòíîé òåõíèêîé ïðîâåðßåòñß, ÷òî ââîäèìàß ôîðìóëîé (13.3)
÷èñëîâàß õàðàêòåðèñòèêà ‖u‖∗p îïðåäåëßåò â êëàññàõ hpmax, p > 0, èíâàðè-
àíòíóþ ìåòðèêó
ρ∗p(u1, u2) =
(‖u1 − u2‖∗p)αp , u1, u2 ∈ hpmax, p > 0, αp = min(1, p),
ïðåâðàùàþùóþ êàæäûé êëàññ hpmax, p > 0, â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
(óäîâëåòâîðåíèå ôóíêöèè ρ∗p àêñèîìàì ìåòðèêè íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò
èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà â ïðîñòðàíñòâàõ Lp(−pi, pi), p > 0).
Îòìåòèì, ÷òî ìåòðèêó â êëàññàõ hpmax ìîæíî ââåñòè òàêæå ïîñðåä-
ñòâîì óãëîâîé ÷èñëîâîé õàðàêòåðèñòèêè (13.4) â âèäå
ρp,α(u1, u2) = ‖u1 − u2‖αpp,α, u1, u2 ∈ hpmax, p > 0, αp = min(1, p).
Îäíàêî, â ñèëó íåðàâåíñòâà (13.6), ìåòðèêè ρ∗p è ρp,α äëß ëþáîãî α > 1
ýêâèâàëåíòíû ïî Ëèïøèöó, à çíà÷èò, îíè òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû
è çàäàþò îäèíàêîâûå ðàâíîìåðíûå è ëèïøèöåâû ñòðóêòóðû.
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Òàê êàê, ïî îïðåäåëåíèþ, ãàðìîíè÷åñêàß ôóíêöèß u(z), z ∈ U , ïðèíàä-
ëåæèò êëàññó hpmax, p > 0, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
‖u‖∗p = ρ∗p(u, 0) < +∞, òî èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëß ìåòðèêè ρ∗p
è ñâîéñòâà àáñîëþòíîé îäíîðîäíîñòè õàðàêòåðèñòèêè ‖ · ‖∗p ñëåäóåò, ÷òî
ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà hpmax, p > 0, çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî îïåðà-
öèé ïîòî÷å÷íîãî ñëîæåíèß ôóíêöèé è óìíîæåíèß ôóíêöèé íà äåéñòâè-
òåëüíîå ÷èñëî. Òàêèì îáðàçîì, êëàññû hpmax, p > 0, îáðàçóþò ëèíåéíî-
ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, òî åñòü òàêèå
ëèíåéíûå è îäíîâðåìåííî ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ ëèíåé-
íûå îïåðàöèè íåïðåðûâíû îòíîñèòåëüíî ìåòðèê.
Ðàññìàòðèâàß êëàññû Hp, p > 0, êàê ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ñ åñòå-
ñòâåííûìè ìåòðèêàìè ρp(f, g) = ‖f − g‖αpp , f, g ∈ Hp, αp = min(1, p),
äîêàæåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 13.9. Äëß ëþáîãî p > 0 ïðîñòðàíñòâî hpmax èçîìîðôíî íåêî-
òîðîìó çàìêíóòîìó ëèíåéíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó ïðîñòðàíñòâà Õàðäè
Hp, p > 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäñòàâëßåò ñîáîé F -ïðîñòðàíñòâî (B-
ïðîñòðàíñòâî ïðè p ≥ 1) îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρ∗p (îòíîñèòåëüíî íîð-
ìû ‖ · ‖∗p ïðè p ≥ 1), è ñõîäèìîñòü â ìåòðèêå ρ∗p ñèëüíåå ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ êðóãà U .
Çàìå÷àíèå 13.10. Êàê è â çàìå÷àíèè 13.7, îòìåòèì, ÷òî íîâóþ èíôîðìà-
öèþ òåîðåìà 13.9 äîñòàâëßåò òîëüêî â ñëó÷àå 0 < p ≤ 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 13.3, êàæäîé ôóíêöèè u ∈ hpmax,
p > 0, ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííóþ ôóíê-
öèþ f ∈ Hp, p > 0, ñ óñëîâèåì Im f(0) = 0. Îáîçíà÷àß ìíîæåñòâî òàêèõ
ôóíêöèé ÷åðåç Hp0 , çàìåòèì, ÷òî, â ñèëó îöåíêè (13.7) äëß ‖f‖p è ‖u‖∗p,
ýòî ñîîòâåòñòâèå íåïðåðûâíî. Òàê êàê, ïî ìàêñèìàëüíîé òåîðåìå Õàðäè
Ëèòòëâóäà, ñïðàâåäëèâà è îáðàòíàß îöåíêà ‖u‖∗p ≤ Dp‖f‖p, òî ïðîñòðàí-
ñòâî hpmax â äåéñòâèòåëüíîñòè èçîìîðôíî (â ëèíåéíîì è òîïîëîãè÷åñêîì
ñìûñëàõ) ïîäïðîñòðàíñòâó Hp0 ïðîñòðàíñòâà H
p, ÷òî äîêàçûâàåò ïåðâîå
óòâåðæäåíèå òåîðåìû 13.9. Ó÷èòûâàß, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Hp, p > 0 (à ñëå-
äîâàòåëüíî, è ëþáîå åãî çàìêíóòîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî) ßâëßåòñß
F -ïðîñòðàíñòâîì (B-ïðîñòðàíñòâîì ïðè p ≥ 1) îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρp
(íîðìû ‖·‖p ïðè p ≥ 1), ïðèõîäèì êî âòîðîìó óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 13.9.
Óòâåðæäåíèå î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèß ìåòðèêè
ρ∗p è îöåíêè (13.9) â ñëåäñòâèè 13.5.
Ïðèâîäèìóþ íèæå òåîðåìó ìîæíî ñ÷èòàòü àíàëîãîì äëß ïðîñòðàíñòâ
hpmax, p > 0, èçâåñòíîé òåîðåìû Ô.Ðèññà î ãðàíè÷íîé ñõîäèìîñòè â ñðåä-
íåì ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâ Hp (ñì., íàïðèìåð, [41, ãë. II, 4, ï. 1]).
Òåîðåìà 13.11. Äëß ëþáîé ôóíêöèè u ∈ hpmax, p > 0, ôóíêöèè ur,
0 ≤ r < 1, îïðåäåëßåìûå ôîðìóëîé ur(z) = u(rz), z ∈ U , 0 ≤ r < 1,
ñõîäßòñß ïðè r → 1− ê èñõîäíîé ôóíêöèè u â ìåòðèêå ρ∗p.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u ∈ hpmax, p > 0. Ñîãëàñíî òåîðåìå 13.3, ñóùå-
ñòâóåò òàêàß àíàëèòè÷åñêàß ôóíêöèß f êëàññà Hp, p > 0, ÷òî u = Re f .
Òàê êàê äëß ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Hp, p > 0, ñïðàâåäëèâà òåîðåìà
Ô.Ðèññà (ñì. [41, ãë. II, 4, ï. 1]), òî ‖fr − f‖p → 0 ïðè r → 1−, ãäå fr,
0 ≤ r < 1, îïðåäåëåíû êàê fr(z) = f(rz), z ∈ U . Òîãäà äëß ur = Re fr,
0 ≤ r < 1, íà îñíîâàíèè ìàêñèìàëüíîé òåîðåìû ÕàðäèËèòòëâóäà, èìååì
‖ur − u‖∗p ≤ ‖fr − f‖∗p ≤ Dp‖fr − f‖p → 0 ïðè r → 1−, òî åñòü ôóíêöèè
ur, 0 ≤ r < 1, ñõîäßòñß ê ôóíêöèè u ïðè r → 1− â ìåòðèêå ρ∗p.
Ñëåäñòâèå 13.12. Ãàðìîíè÷åñêèå ïîëèíîìû äâóõ ïåðåìåííûõ ïëîòíû â
ïðîñòðàíñòâàõ hpmax, p > 0, è F -ïðîñòðàíñòâà h
p
max, p > 0  ñåïàðà-
áåëüíû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ hpmax, p > 0, è
ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ε > 0, è äîêàæåì ñíà÷àëà ñóùåñòâîâàíèå ãàðìîíè-
÷åñêîãî ïîëèíîìà P (z) = P (x, y), êîòîðûé ïðèáëèæàåò ôóíêöèþ u â
ìåòðèêå ρ∗p ñ òî÷íîñòüþ, íå ïðåâîñõîäßùåé ε. Îïèðàßñü íà òåîðåìó 13.3,
íàõîäèì ôóíêöèþ f ∈ Hp, p > 0, ó êîòîðîé Re f = u. Òàê êàê àëãåá-
ðàè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ïëîòíû â Hp, p > 0,
òî äëß ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Q(z),
÷òî ‖f − Q‖p ≤ ε/Dp, ãäå Dp  ïîëîæèòåëüíàß ïîñòîßííàß â îöåíêå
‖u‖∗p ≤ Dp‖f‖p, f ∈ Hp, u = Re f , p > 0, ïî ìàêñèìàëüíîé òåîðåìå Õàðäè
Ëèòòëâóäà. Ïîýòîìó ‖u−ReQ‖∗p ≤ Dp‖f −Q‖p ≤ ε è P = ReQ  èñêîìûé
ïîëèíîì, ÷òî äîêàçûâàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèß 13.12. Âòîðîå åãî
óòâåðæäåíèå, ñ ó÷åòîì òåîðåìû 13.9, ßâëßåòñß ïðßìûì ñëåäñòâèåì èç-
âåñòíûõ óòâåðæäåíèé î òîì, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ãàðìîíè÷åñêèé ïîëèíîì
ðàâíîìåðíî íà çàìûêàíèè U (à çíà÷èò, è â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà hpmax,
p > 0) ïðèáëèæàåòñß ãàðìîíè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè ñ ðàöèîíàëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè, ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñ÷åòíî.
Çàìå÷àíèå 13.13. Àíàëîã òåîðåìû 13.11 äëß ïðîñòðàíñòâ hp, p > 0, íå
èìååò ìåñòà óæå ïðè p = 1, êàê ïîêàçûâàåò ïðèìåð ôóíêöèè (13.1); ïðè
p = 1 íå ñïðàâåäëèâ òàêæå àíàëîã ñëåäñòâèß 13.12. Îäíàêî ïîëîæåíèå
âîññòàíàâëèâàåòñß ïðè p > 1, â ñèëó îòìå÷åííîé âûøå ýêâèâàëåíòíîñòè
õàðàêòåðèñòèê ‖ · ‖p è ‖ · ‖∗p.
13.4. Êðèòåðèè êîìïàêòíîñòè
â ïðîñòðàíñòâàõ hpmax, p > 0
Îïðåäåëßåìàß ôîðìóëîé (13.3) õàðàêòåðèñòèêà ‖ · ‖∗p ßâëßåòñß àáñî-
ëþòíî îäíîðîäíîé, òàê ÷òî ïîíßòèå îãðàíè÷åííîñòè ïîäìíîæåñòâà ïðî-
ñòðàíñòâà hpmax, p > 0, â ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêîì ñìûñëå ýêâèâàëåíòíî
ïîíßòèþ îãðàíè÷åííîñòè â ìåòðèêå ρ∗p. Ñâîéñòâî æå ïîëíîé îãðàíè÷åí-
íîñòè ìíîæåñòâà â hpmax, p > 0, îïèñûâàåòñß ñëåäóþùåé òåîðåìîé.
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Òåîðåìà 13.14. Äëß òîãî ÷òîáû ìíîæåñòâî L ⊆ hpmax, p > 0, áûëî
âïîëíå îãðàíè÷åííûì îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρ∗p, íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî âûïîëíåíèß ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:
(1)L îãðàíè÷åíî â ìåòðèêå ρ∗p;
(2) ôóíêöèè ur, 0 ≤ r < 1, îïðåäåëåííûå â òåîðåìå 13.11, ñõîäßòñß ê
ôóíêöèè u ïðè r → 1− îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρ∗p ðàâíîìåðíî ïî
u ∈ L.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Îãðàíè÷åííîñòü âïîëíå îãðàíè÷åííî-
ãî ìíîæåñòâà åñòü îáùèé ôàêò òåîðèè ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, òàê ÷òî
óñëîâèå (1) íåîáõîäèìî.
×òîáû óñòàíîâèòü íåîáõîäèìîñòü óñëîâèß (2), âûáåðåì ëþáîå ε > 0 è
íàéäåì, ñîãëàñíî óñëîâèþ ïîëíîé îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà L, êîíå÷íóþ
ε/3-ñåòü äëß L, òî åñòü òàêîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî K = {u1, . . . , uN} ⊆
⊆ L, ÷òî äëß ëþáîé ôóíêöèè u ∈ L íàéäåòñß òàêàß uk ∈ K, 1 ≤ k ≤ N ,
÷òî ρ∗p(uk, u) ≤ ε/3. Ïî òåîðåìå 13.11, äëß ýòîãî ε > 0 íàéäåòñß òàêæå
÷èñëî r0 ∈ [0, 1) òàêîå, ÷òî íåðàâåíñòâî ρ∗p((uk)r, uk) ≤ ε/3 âûïîëíåíî
ïðè r ∈ [r0, 1) äëß âñåõ k, 1 ≤ k ≤ N , ãäå ôóíêöèè (uk)r, 0 ≤ r < 1,
îïðåäåëßþòñß ôîðìóëîé (uk)r(z) = uk(rz), z ∈ U . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â
ñèëó îöåíîê ‖ur‖∗p ≤ ‖u‖∗p, u ∈ hpmax, p > 0, 0 ≤ r < 1, è íåðàâåíñòâà
òðåóãîëüíèêà äëß ìåòðèêè ρ∗p, èìååì
ρ∗p(ur, u) ≤ ρ∗p(ur, (uk)r)+ρ∗p((uk)r, uk)+ρ∗p(uk, u) ≤ 2ρ∗p(uk, u)+ρ∗p((uk)r, uk)
äëß ëþáîé u ∈ L è ëþáîãî 1 ≤ k ≤ N . Åñëè íîìåð k ïîäîáðàí òàê, ÷òî
ρ∗p(uk, u) ≤ ε/3, è åñëè r ∈ [r0, 1), òî, ïî äîêàçàííîìó âûøå, ïîëó÷àåì
îöåíêó ρ∗p(ur, u) ≤ 2ε/3 + ε/3 = ε äëß âñåõ u ∈ L è ëþáîãî r ∈ [r0, 1), òî
åñòü ur → u â ìåòðèêå ρ∗p ïðè r → 1− ðàâíîìåðíî ïî u ∈ L.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëß ìíîæåñòâà L ⊆ hpmax, p > 0,
âûïîëíåíû óñëîâèß (1) è (2) òåîðåìû. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 13.3, îãðà-
íè÷åííûì â Hp áóäåò ìíîæåñòâî ôóíêöèé L˜ = {f ∈ Hp; Re f ∈ L è
Im f(0) = 0} è, â ñèëó íåðàâåíñòâà (13.10), ñåìåéñòâî L˜ ðàâíîìåðíî îãðà-
íè÷åíî íà êîìïàêòàõ êðóãà U . Â ñèëó êðèòåðèß Ìîíòåëß, ìíîæåñòâî L˜
îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî, à çíà÷èò, è âïîëíå îãðàíè÷åíî â ìåòðèêå ðàâíî-
ìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ èç U . Çàäàâøèñü ïðîèçâîëüíûì ε > 0,
íàéäåì, ñîãëàñíî óñëîâèþ (2), òàêîå r0 ∈ [0, 1), ÷òî äëß âñåõ u ∈ L âû-
ïîëíåíî ρ∗p(ur0 , u) ≤ ε/2 (ãäå ur0(z) = u(r0z), z ∈ U). Òàê êàê ñåìåéñòâî
L˜ âïîëíå îãðàíè÷åíî â ìåòðèêå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ
â U , òî äëß íåãî ñóùåñòâóåò êîíå÷íàß (ε/2)1/αp -ñåòü (αp = min(1, p))
â íîðìå ‖f‖∞,r0 = max|z|≤r0 |f(z)|, òî åñòü ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð ôóíê-
öèé {f1, . . . , fN} ⊆ L˜, ÷òî äëß ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L˜ íàéäåòñß íîìåð k,
1 ≤ k ≤ N , ïðè êîòîðîì ‖f − fk‖∞,r0 ≤ (ε/2)1/αp .
Èòàê, ïóñòü u ∈ L. Íàéäåì äëß íåå òàêóþ ôóíêöèþ f ∈ L˜, ÷òî
Re f = u, è âûáåðåì íîìåð k, 1 ≤ k ≤ N , òàê, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî
‖f − fk‖∞,r0 ≤ (ε/2)1/αp . Òîãäà
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ρ∗p(u, (Re fk)r0) ≤ ρ∗p(u, ur0) + ρ∗p(ur0 , (Re fk)r0) ≤
≤ ρ∗p(u, ur0) + ‖fk − f‖αp∞,r0 ≤ ε/2 + ε/2 = ε,
òî åñòü ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèè uk = (Re fk)r0 , 1 ≤ k ≤ N , îáðàçóþò
ε-ñåòü ìíîæåñòâà L â ìåòðèêå ρ∗p. Ïîñêîëüêó êîíå÷íàß ε-ñåòü ïîñòðîåíà
äëß ëþáîãî ε > 0, òî ìíîæåñòâî L âïîëíå îãðàíè÷åíî.
Ñëåäñòâèå 13.15. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 13.11 èìååò ìåñòî ðàâíî-
ìåðíî íà ëþáîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå ôóíêöèé èç hpmax, p > 0.
Êðèòåðèé êîìïàêòíîñòè â ïðîñòðàíñòâàõ hpmax, p > 0, ìîæíî ñôîðìó-
ëèðîâàòü è â äðóãîé ôîðìå. Íàïîìíèì, ÷òî óñëîâèå ïîëíîé îãðàíè÷åí-
íîñòè ìíîæåñòâà â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ðàâíîñèëüíî åãî
îòíîñèòåëüíîé êîìïàêòíîñòè (òî åñòü êîìïàêòíîñòè åãî çàìûêàíèß).
Òåîðåìà 13.16. Ìíîæåñòâî L âïîëíå îãðàíè÷åíî â ïðîñòðàíñòâå hpmax,
p > 0, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
(1)L îãðàíè÷åíî â ìåòðèêå ρ∗p;
(2) èíòåãðàëû ñåìåéñòâà ôóíêöèé {(Mu)p(eiθ), θ ∈ [−pi, pi]}u∈L ðàâíî-
ñòåïåííî àáñîëþòíî íåïðåðûâíû íà [−pi, pi], òî åñòü äëß ëþáîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî∫
e
(Mu)p(eiθ)
dθ
2pi
< ε, u ∈ L,
äëß ëþáîãî ìíîæåñòâà e íà [−pi, pi] ëåáåãîâîé ìåðû ìåíüøå δ; è
(3) äëß ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (un) ⊆ L ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (unk) ⊆ (un), äëß êîòîðîéM(unk−unm)→ 0 ïðè k,m→∞
ïî ìåðå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèß (1) ïðîâåðßåòñß òàê æå, êàê
â òåîðåìå 13.14.
×òîáû ïîêàçàòü íåîáõîäèìîñòü óñëîâèß (2), ïðåäïîëîæèì, íàïðîòèâ,
÷òî èíòåãðàëû ñåìåéñòâà ôóíêöèé {(Mu)p(eiθ), −pi ≤ θ ≤ pi}u∈L íå ßâëß-
þòñß ðàâíîñòåïåííî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè íà [−pi, pi]. Òîãäà íàéäåòñß
íåêîòîðàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé (Mun)p, (un) ⊆ L, ýòîãî ñåìåé-
ñòâà  òàêàß, ÷òî îíà ñàìà è ëþáàß åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå èìå-
þò ðàâíîñòåïåííî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ èíòåãðàëîâ. Ñîãëàñíî óñëî-
âèþ ïîëíîé îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà L, ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (unk) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (un), ñõîäßùàßñß ê íåêîòîðîé ôóíêöèè
u ∈ hpmax â ìåòðèêå ρ∗p. Îòñþäà, â ñèëó íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà,
meas{M(unk − u) ≥ ε} ≤
1
εp
pi∫
−pi
[M(unk − u)]p(eiθ) dθ =
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=
2pi
εp
(‖unk − u‖∗p)p/αp → 0 ïðè k →∞ äëß ëþáîãî ε > 0,
òàê ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Munk)(e
iθ) ñõîäèòñß ê Mu(eiθ) ïðè k → ∞
ïî ìåðå íà îòðåçêå [−pi, pi]. Âûáèðàß, åñëè ýòî íåîáõîäèìî, ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî lim
k→∞
Munk(e
iθ) = Mu(eiθ) ïî÷òè âñþäó íà
[−pi, pi]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ñõîäèìîñòè (unk) ê u ïðè k →∞ â ìåòðèêå
ρ∗p è ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè õàðàêòåðèñòèêè ‖ ·‖∗p îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè
ρ∗p, èìååì lim
k→∞
‖unk‖∗p = ‖u‖∗p, òî åñòü
lim
k→∞
pi∫
−pi
(Munk)
p(eiθ)
dθ
2pi
=
pi∫
−pi
(Mu)p(eiθ)
dθ
2pi
. (13.12)
Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé ïðåäåëüíîé òåîðåìîé (òåîðåìîé Âèòàëè; ñì., íà-
ïðèìåð, [41, ââåäåíèå]), óòâåðæäåíèå (13.12) èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Munk)
p îáëàäàåò ðàâíîñòåïåííî àáñî-
ëþòíî íåïðåðûâíûìè èíòåãðàëàìè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè (un).
Íàêîíåö, óñëîâèå (3) ñëåäóåò èç ðàññóæäåíèé, ïîäîáíûõ èñïîëüçîâàí-
íûì â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè óñëîâèß (2) (ñì. âûøå íåðà-
âåíñòâî ×åáûøåâà).
Äîñòàòî÷íîñòü. ×òîáû ïðîâåðèòü ïîëíóþ îãðàíè÷åííîñòü ìíîæå-
ñòâà â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî èç ëþáîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè åãî ýëåìåíòîâ ìîæíî âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Èòàê, ïóñòü (un)  íåêîòîðàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ìíîæåñòâà
L. Èñïîëüçóß ñâîéñòâî (3), âûäåëèì èç íåå òàêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(unk), ÷òîáû M(unk − unm) → 0 ïðè k,m → ∞ ïî ìåðå íà ìíîæåñòâå
T . Ïåðåõîäß, åñëè íåîáõîäèìî, ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òîM(unk−unm)→ 0 ïðè k,m→∞ ïî÷òè âñþäó íà ìíîæåñòâå T . Â ñèëó
ýëåìåíòàðíîãî íåðàâåíñòâà (a+ b)p ≤ 2p(ap + bp), a, b, p ≥ 0, èìååì îöåíêó[
M(unk−unm)
]p ≤ 2p[(Munk)p+(Munm)p], èç êîòîðîé, ñîãëàñíî óñëîâèþ
(2), çàêëþ÷àåì, ÷òî äâîéíàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(
M(unk − unm)p
)
ôóíê-
öèé íà îòðåçêå [−pi, pi] îáëàäàåò ðàâíîñòåïåííî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè
èíòåãðàëàìè. Â ñèëó ïðåäåëüíîé òåîðåìû [41, ââåäåíèå], èìååì
pi∫
−pi
[
M(unk − unm)
]p
(eiθ)
dθ
2pi
→ 0 ïðè k,m→∞
èëè ‖unk − unm‖∗p → 0 ïðè k,m→∞, ÷òî è îçíà÷àåò ôóíäàìåíòàëüíîñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (unk) â ìåòðèêå ρ
∗
p.
Çàìå÷àíèå 13.17. Â ïðèâåäåííîì äîêàçàòåëüñòâå äîñòàòî÷íîñòè íå èñ-
ïîëüçîâàíî óñëîâèå (1), íî îíî âûòåêàåò èç óñëîâèß (2).
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Çàìå÷àíèå 13.18. Ïðè p > 1, â ñèëó òåîðåìû Ì.Ðèññà è ìàêñèìàëüíîé
òåîðåìû ÕàðäèËèòòëâóäà, íîðìû ‖·‖p è ‖·‖∗p ýêâèâàëåíòíû íà hp = hpmax.
Ïîýòîìó ïîíßòèß ïîëíîé îãðàíè÷åííîñòè â ïîðîæäåííûõ èìè òîïîëîãè-
ßõ ðàâíîñèëüíû. Êðîìå òîãî, ïðîñòðàíñòâà hp ïðè p > 1 èçîìåòðè÷åñêè
èçîìîðôíû ïðîñòðàíñòâàì Lp íà îòðåçêå [−pi, pi] ñ íîðìèðîâàííîé ìåðîé
Ëåáåãà. Ïðèíèìàß âî âíèìàíèå êðèòåðèé ïîëíîé îãðàíè÷åííîñòè â êëàñ-
ñàõ Lp (ñì. [66, ãë. III, 3, òåîðåìà 6]), ïîëó÷èì, ÷òî ìíîæåñòâî L âïîëíå
îãðàíè÷åíî â hpmax, p > 1, åñëè è òîëüêî åñëè îíî îãðàíè÷åíî, èíòåãðàëû
ñåìåéñòâà ôóíêöèé {|u∗(eiθ)|p, θ ∈ [−pi, pi]}u∈L, ãäå u∗  ðàäèàëüíûå ïðå-
äåëû ôóíêöèé u ∈ L, ðàâíîñòåïåííî àáñîëþòíî íåïðåðûâíû íà [−pi, pi], à
ñåìåéñòâî ôóíêöèé {u∗(eiθ), θ ∈ [−pi, pi]}u∈L  îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî
â òîïîëîãèè ñõîäèìîñòè ïî ìåðå íà îòðåçêå [−pi, pi]. Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì
êðèòåðèè, ïî ñðàâíåíèþ ñ òåîðåìîé 13.16, îñëàáëåíû óñëîâèß (2) è (3).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èç óñëîâèß ðàâíîñòåïåííîé àáñîëþòíîé íåïðåðûâíî-
ñòè èíòåãðàëîâ p-ûõ ñòåïåíåé ðàäèàëüíûõ ïðåäåëîâ ôóíêöèé íåêîòîðîãî
ìíîæåñòâà ôóíêöèé êëàññà hp, p > 1, è îòíîñèòåëüíîé êîìïàêòíîñòè ýòèõ
ðàäèàëüíûõ ïðåäåëîâ ïî ìåðå ñëåäóþò áîëåå ñèëüíûå ñâîéñòâà ðàâíîñòå-
ïåííîé àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè èíòåãðàëîâ p-ûõ ñòåïåíåé ðàäèàëüíûõ
(è äàæå óãëîâûõ, åñëè òåîðåìó 13.16 ôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ óãëîâûõ
ìàêñèìàëüíûõ ôóíêöèé) ìàêñèìàëüíûõ ôóíêöèé ýòîãî ìíîæåñòâà è îò-
íîñèòåëüíîé êîìïàêòíîñòè ïî ìåðå ôóíêöèé ýòîãî ìíîæåñòâà, ðàâíîìåð-
íîé íà ðàäèóñàõ!
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòîò ¾îñëàáëåííûé¿ êðèòåðèé êîìïàêòíîñòè íå ìî-
æåò áûòü ðàñïðîñòðàíåí íà ñëó÷àé 0 < p ≤ 1, êàê ïîêàçûâàåò ïðèìåð
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè un(z) = p(zn), z ∈ U , ãäå p(z)  ôóíêöèß êëàññà h1,
çàäàííàß ôîðìóëîé (13.1).
Ñ ïîñëåäíèì çàìå÷àíèåì ñîçâó÷íî íàáëþäåíèå, ÷òî èçâåñòíàß òåîðåìà
Õèí÷èíàÎñòðîâñêîãî (ñì. òåîðåìó 6.1) íå ìîæåò áûòü ïðßìî ïåðåíåñåíà
ñî ñëó÷àß àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé êëàññà ÎñòðîâñêîãîÍåâàíëèííû N1
íà ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè êëàññà h1 (â ÷åì óáåæäàåò ïðîñòîé ïðèìåð
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè un(z) = (−1)np(z), z ∈ U , ãäå ôóíêöèß p(z) îïðåäå-
ëåíà ôîðìóëîé (13.1)). Òåîðåìà 13.16, îäíàêî, ïîçâîëßåò ïîëó÷èòü íåêèé
àíàëîã ýòîé òåîðåìû.
Òåîðåìà 13.19. Ïóñòü (un)  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãàðìîíè÷åñêèõ â êðó-
ãå U ôóíêöèé êëàññà h1, îãðàíè÷åííàß â íóëå è óäîâëåòâîðßþùàß óñëî-
âèþ
pi∫
−pi
u+n (re
iθ)
dθ
2pi
≤ C, 0 ≤ r < 1, (13.13)
äëß íåêîòîðîé êîíå÷íîé ïîñòîßííîé C ≥ 0 è ñõîäßùàßñß ïðè n → ∞
ðàâíîìåðíî ïî÷òè íà êàæäîì ðàäèóñå êðóãà U (u+n çäåñü îçíà÷àåò ïîëî-
æèòåëüíóþ ÷àñòü ôóíêöèè un). Òîãäà ïðè n→∞ ôóíêöèè un ñõîäßò-
ñß ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ â U ê íåêîòîðîé ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè
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u, òàêæå ïðèíàäëåæàùåé êëàññó h1, ïðè÷åì ñõîäèìîñòü èìååò ìåñòî
òàêæå è â ìåòðèêå ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà hpmax, 0 < p < 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïåðâîå óñëîâèå òåîðåìû ýêâèâà-
ëåíòíî óñëîâèþ sup
n
‖un‖1 < +∞.
Äåéñòâèòåëüíî, èíòåãðàëû
pi∫
−pi
un(re
iθ)
dθ
2pi
= un(0), 0 ≤ r < 1,
ïî ñâîéñòâó ñðåäíåãî çíà÷åíèß ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé è óñëîâèþ òåîðå-
ìû, îãðàíè÷åíû ïî n è 0 ≤ r < 1, ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åíû è èíòåãðàëû
pi∫
−pi
|un(reiθ)| dθ
2pi
= 2
pi∫
−pi
u+n (re
iθ)
dθ
2pi
−
pi∫
−pi
un(re
iθ)
dθ
2pi
, 0 ≤ r < 1.
Ïåðåõîäß ê òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè ïî r, ïîëó÷àåì èñêîìóþ îãðàíè÷åííîñòü
õàðàêòåðèñòèê ‖un‖1, n ∈ N.
Äëß ëþáîãî 0 < p < 1, ñîãëàñíî òåîðåìå 13.8, îãðàíè÷åíû è õàðàê-
òåðèñòèêè ‖un‖∗p, n ∈ N, òî åñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (1) òåîðåìû 13.16.
Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà íåòðóäíî ïîêàçûâàåòñß, ÷òî èç îãðà-
íè÷åííîñòè èíòåãðàëîâ íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà ôóíêöèé â áîëüøåé ñòåïå-
íè ñëåäóåò ðàâíîñòåïåííàß àáñîëþòíàß íåïðåðûâíîñòü èíòåãðàëîâ ýòîãî
ñåìåéñòâà â ìåíüøåé ñòåïåíè, òàê ÷òî äëß ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (un) âû-
ïîëíåíî è óñëîâèå (2) òåîðåìû 13.16. Íàêîíåö, óñëîâèå (3) òåîðåìû 13.16
äîñòàâëßåòñß âòîðûì óñëîâèåì äîêàçûâàåìîé òåîðåìû. Ïî òåîðåìå 13.16,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (un) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíà â ïðîñòðàíñòâå hpmax,
0 < p < 1. Âûäåëèì èç íåå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (unk), ñõîäßùóþñß â
ìåòðèêå ρ∗p ê íåêîòîðîé ôóíêöèè u ∈ hpmax. Ñîãëàñíî òåîðåìå 13.9, ýòà ñõî-
äèìîñòü ðàâíîìåðíà íà ëþáîì êîìïàêòå èç U . Ïîëàãàß â (13.13) n = nk
è óñòðåìëßß k →∞, ïðè ôèêñèðîâàííîì 0 ≤ r < 1, èìååì
pi∫
−pi
u+(reiθ)
dθ
2pi
≤ C, 0 ≤ r < 1,
è u(0) = lim
k→∞
unk(0)  êîíå÷íàß âåëè÷èíà. Êàê è â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà,
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèß u ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó h1.
Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî âñß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (un) ñõîäèòñß ê ýòîé
ôóíêöèè u.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðàß ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(un′m) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (un) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ρ
∗
p(un′m , u) ≥ ε äëß
íåêîòîðîãî ε > 0. Âûäåëèì, â ñèëó äîêàçàííîãî ñâîéñòâà îòíîñèòåëüíîé
êîìïàêòíîñòè (un), ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (un′′l ) ⊆ (un′m), ñõîäßùóþñß ê
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íåêîòîðîé ôóíêöèè v ïðîñòðàíñòâà hpmax â ìåòðèêå ρ
∗
p. Ïîñêîëüêó, ñîãëàñ-
íî óñëîâèþ òåîðåìû, M(unk − un′′l ) → 0 ïðè k, l → ∞ ïî÷òè âñþäó íà T ,
òî, îãðàíè÷èâàßñü â îïðåäåëåíèè ðàäèàëüíîé ìàêñèìàëüíîé ôóíêöèè M
òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ äî íåêîòîðîãî ïðåäåëà è ïîëüçóßñü ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòüþ unk è un′′l ê u è v ñîîòâåòñòâåííî íà ëþáîì êîìïàêòå èç U ,
èìååì sup
0≤r≤r0
|u(reiθ)− v(reiθ)| = 0 äëß ïî÷òè âñåõ θ ∈ [−pi, pi], 0 ≤ r0 < 1,
òî åñòü u = v íà ïî÷òè âñåõ ðàäèóñàõ êðóãà |z| ≤ r0. Òàê êàê ôóíêöèè
u è v íà êðóãå |z| ≤ r0 íåïðåðûâíû, òî çàêëþ÷àåì, ÷òî u ≡ v íà ëþáîì
êðóãå |z| ≤ r0, 0 ≤ r0 < 1. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè 0 ≤ r0 < 1, u ≡ v
âñþäó â êðóãå U , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ ρ∗p(un′m , u) ≥ ε è òî-
ìó, ÷òî ρ∗p(un′′l , v) → 0 ïðè l → ∞. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò
òåîðåìó 13.19.
Çàìå÷àíèå 13.20. Óòâåðæäåíèå î ñõîäèìîñòè â ìåòðèêàõ ïðîñòðàíñòâ hpmax,
0 < p < 1, íå ìîæåò áûòü óñèëåíî äî óòâåðæäåíèß î ñõîäèìîñòè â íîðìå
ïðîñòðàíñòâà h1, êàê ïîêàçûâàåò ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé
un(z) = p(ze
iαn), z ∈ U , ãäå (αn)  ïðîèçâîëüíàß áåñêîíå÷íî ìàëàß ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ íå ðàâíûõ íóëþ ÷èñåë è ôóíêöèß p(z)
îïðåäåëåíà ïðè ïîìîùè (13.1).
Çàìå÷àíèå 13.21. Àíàëîã òåîðåìû 13.19 ñïðàâåäëèâ äëß ôóíêöèé êëàññîâ
hpmax, 0 < p < 1, åñëè óñëîâèå (13.13) çàìåíèòü íà óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè
(un) â ïðîñòðàíñòâàõ hpmax è óòâåðæäåíèå î ñõîäèìîñòè â ìåòðèêàõ ïðî-
ñòðàíñòâ hpmax äëß 0 < p < 1  íà óòâåðæäåíèå î ñõîäèìîñòè â ìåòðèêàõ
ïðîñòðàíñòâ hp
′
max äëß ëþáîãî p
′, 0 < p′ < p.
Çàìå÷àíèå 13.22. Â ñèëó îòìå÷åííîé â íà÷àëå ðàçäåëà 13.3 ýêâèâàëåíò-
íîñòè ìåòðèê ρ∗p è ρp,α, óòâåðæäåíèß òåîðåì 13.913.19 îñòàþòñß ñïðà-
âåäëèâûìè, åñëè â íèõ ìåòðèêè ρ∗p çàìåíèòü íà ìåòðèêè ρp,α ïðè âñåõ
α > 1.
Çàìå÷àíèå 13.23. Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [11], [12] è [15].
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Äàëüíåéøåå èçó÷åíèå ìàêñèìàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ Mq (0 < q < 1) â
ìíîãîìåðíîì è îäíîìåðíîì ñëó÷àßõ ïðåäñòàâëßåòñß íàì ïåðñïåêòèâíûì
è ïëîäîòâîðíûì ïî ñëåäóþùèì ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ, êàê ìû óñòàíîâè-
ëè ðàíåå, â îáîèõ ñëó÷àßõ íåèçó÷àâøèåñß îáúåêòû (áîëåå øèðîêèå, ÷åì
ïðîñòðàíñòâî N ÎñòðîâñêîãîÍåâàíëèííû) îáëàäàþò õîðîøèìè ôóíêöè-
îíàëüíûìè ñâîéñòâàìè; â ÷àñòíîñòè, îíè îáðàçóþò F -àëãåáðû â îòëè÷èå
îò ïðîñòðàíñòâà N . Âî-âòîðûõ, ôóíêöèè ïðîñòðàíñòâ Mq (q > 0) èìåþò
ïî÷òè âñþäó íà ãðàíèöå êîíå÷íûå äîïóñòèìûå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèß è ãðà-
íè÷íûå ôóíêöèè ïðèíàäëåæàò lnq+ L-ïðîñòðàíñòâàì. Íàêîíåö, êàê áóäåò
îòìå÷åíî íèæå, ïðîñòðàíñòâà Mq (0 < q < 1) ñâßçàíû ñ äðóãèìè èçâåñò-
íûìè ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè, îáîáùàþùèìè ïðîñòðàíñòâî N , ÷òî
ïîçâîëßåò ñäåëàòü íåêîòîðûå çàêëþ÷åíèß î ñòðóêòóðå íóëåâûõ ìíîæåñòâ
ôóíêöèé èçMq (0 < q < 1) è î ôàêòîðèçàöèîííûõ ïðåäñòàâëåíèßõ ôóíê-
öèé ýòèõ êëàññîâ.
14.1. Ñâßçü ïðîñòðàíñòâ Mq (0 < q < 1) ñ
ïðîñòðàíñòâàìè Íåâàíëèííû  Ì.Ì.Äæðáàøßíà Nα,
α > −1
Èñïîëüçóß òåðìèíîëîãèþ ñòàòüè [55], ðàññìîòðèì
Îïðåäåëåíèå 14.1. Êëàññîì ÍåâàíëèííûÄæðáàøßíà Nα, α > −1 
ôèêñèðîâàíî, â îáëàñòè G íàçîâàþò ìíîæåñòâî âñåõ ãîëîìîðôíûõ â G
ôóíêöèé f(z), äëß êîòîðûõ
1
cα,G
∫
G
ln+ |f(z)|(1− |z|)α ω(dz) < +∞,
ãäå
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cα,G =
∫
G
(1− |z|)α ω(dz),
ω  ìåðà Ëåáåãà â Cn è 1 − |z| â ñëó÷àå ïîëèêðóãà îçíà÷àåò
(1− |z1|) . . . (1− |zn|).
Èçâåñòíî (ñì. [55]), ÷òî ïðè α → −1+ îïðåäåëåíèå 14.1 ïåðåõîäèò â
îïðåäåëåíèå 1.8 êëàññà ÎñòðîâñêîãîÍåâàíëèííû N è ÷òî êëàññû Nα íå
óáûâàþò ïî α. Òàêèì îáðàçîì, êëàññû Nα ìîæíî ñ÷èòàòü òåëåñíûìè àíà-
ëîãàìè è îäíîâðåìåííî îáîáùåíèßìè êëàññà ÎñòðîâñêîãîÍåâàíëèííû.
Ïîñêîëüêó èíòåãðèðîâàíèå ïî ìåðå ω(dz) ðàçáèâàåòñß íà èíòåãðèðîâà-
íèå ïî ðàäèàëüíûì íàïðàâëåíèßì r (ñ íåêîòîðûì âåñîì) è ïî ãðàíè÷íîé
ìåðå σ(dγ) â ïðåäñòàâëåíèè z = rγ, γ ∈ Γ , r = |z| (â ñëó÷àå ïîëèêðóãà
òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîíèìàåòñß ïîêîîðäèíàòíî), òî îïðåäåëåíèå ìàêñè-
ìàëüíûõ êëàññîâ Mq îêàçûâàåòñß ñâßçàííûì íå òîëüêî ñ îïðåäåëåíèåì
1.8 êëàññà N , íî è ñ îïðåäåëåíèåì 14.1. Òàê, â îïðåäåëåíèè 1.8 ïîñëå èí-
òåãðèðîâàíèß ïî σ(dγ) (òî åñòü âçßòèß L1-íîðìû) áåðåòñß Lp-íîðìà ïî r
ïðè p = +∞, à â îïðåäåëåíèè 1.10 êëàññîâMq ñíà÷àëà áåðåòñß L∞-íîðìà
ïî r, à ïîòîì L1-íîðìà ïî σ(dγ), è àíàëîãè÷íî â îïðåäåëåíèè 14.1 ïî
ðàäèóñó áåðåòñß òà æå L1-íîðìà, íî ñ âåñîì (1− r)α, çàâèñßùèì îò ïàðà-
ìåòðà α. Ïîýòîìó ìîæíî îæèäàòü, ÷òî êëàññû Mq äîëæíû áûòü êàê-òî
ñâßçàíû ñ êëàññàìè Nα ïðè íåêîòîðîì α. Ýòî îæèäàíèå ïîäòâåðæäàåòñß
ñëåäóþùåé òåîðåìîé.
Òåîðåìà 14.2. Â ñëó÷àå G = Bn âëîæåíèå
Mq(Bn) ⊆ Nn(1/q−1)−1(Bn)
ñïðàâåäëèâî äëß ëþáîãî q, 0 < q < 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñòàòüå [86] äëß ïðîèçâîëüíîé èçìåðèìîé â Bn ôóíê-
öèè F è ëþáûõ 0 < q < p < +∞ äîêàçàíà îöåíêà
(∫
Sn
1∫
0
|F (rγ)|p(1−r2)n(p/q−1)−1r drσ(dγ)
)1/p
≤ cβ
(∫
Sn
(
MβF (γ)
)q
σ(dγ)
)1/q
,
(14.1)
ñâèäåòåëüñòâóþùàß, ÷òî îöåíêè èíòåãðàëîâ ïî îáëàñòè ñ âåñàìè ïîñðåä-
ñòâîì ãðàíè÷íîãî èíòåãðàëà îò äîïóñòèìîé ìàêñèìàëüíîé ôóíêöèè íå çà-
âèñßò îò àíàëèòè÷åñêîé ïðèðîäû îöåíèâàåìûõ ôóíêöèé, à çàâèñßò òîëüêî
îò ãåîìåòðèè äîïóñòèìûõ îáëàñòåé. Çäåñü, êàê îáû÷íî,Mβ îáîçíà÷àåò äî-
ïóñòèìóþ ìàêñèìàëüíóþ ôóíêöèþ ñ β > 1, à cβ  êîíå÷íàß ïîñòîßííàß,
çàâèñßùàß ëèøü îò β, n, p, q.
Òàê êàê ω(dz) = 2nω(Bn)r2n−1 dr σ(dγ), z = rγ, r = |z|, è r2n−1 ≤ r,
1 − r ≤ 1 − r2, òî, ïîëîæèâ â (14.1) p = 1 è F (z) = ln+ |f(z)|, ïîëó÷èì
äëß ëþáîãî 0 < q < 1 è ïðîèçâîëüíîé ãîëîìîðôíîé â Bn ôóíêöèè f(z)
íåðàâåíñòâî
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Bn
ln+ |f(z)|(1−|z|)n(1/q−1)−1 ω(dz) ≤ cβ
(∫
Sn
lnq+Mβf(γ)σ(dγ)
)1/q
, (14.2)
â êîòîðîì β > 1 è cβ  íåêîòîðàß êîíå÷íàß ïîñòîßííàß, çàâèñßùàß òîëüêî
îò β, n è q.
Òàê êàê, ñîãëàñíî îñíîâíîé òåîðåìå ñòàòüè [91], äîïóñòèìàß ìàêñè-
ìàëüíàß ôóíêöèß â ñðåäíåì q-îãî ïîðßäêà îöåíèâàåòñß ÷åðåç ðàäèàëüíóþ
ìàêñèìàëüíóþ ôóíêöèþ, òî íà îñíîâàíèè (14.2) çàêëþ÷àåì, ÷òî åñëè f
ïðèíàäëåæèò êëàññó M q, 0 < q < 1, â øàðå (òî åñòü êîíå÷íà ïðàâàß
÷àñòü â (14.2)), òî îíà ïðèíàäëåæèò êëàññó ÍåâàíëèííûÄæðáàøßíà Nα
ñ α = n(1/q − 1) − 1 â øàðå (ïîñêîëüêó êîíå÷íà ëåâàß ÷àñòü â (14.2)), è
èñêîìîå âêëþ÷åíèå äîêàçàíî.
14.2. Ïðîñòðàíñòâà Mq (0 < q < 1) â êðóãå
Óñòàíîâëåííàß â ïàðàãðàôå 14.1 ñâßçü êëàññîâ Mq, 0 < q < 1, ñ êëàñ-
ñàìè ÍåâàíëèííûÄæðáàøßíà ïîçâîëßåò ïîëó÷èòü íåïîëíûå õàðàêòåðè-
ñòèêè íóëåé ôóíêöèé êëàññîâ Mq, 0 < q < 1, â êðóãå è ôàêòîðèçàöèþ
ôóíêöèé ýòèõ êëàññîâ, àíàëîãè÷íóþ êàíîíè÷åñêîé ôàêòîðèçàöèè (òåîðå-
ìà 1.3).
14.2.1. Ñâîéñòâî íóëåé ôóíêöèé êëàññîâ Mq, 0 < q < 1, â êðóãå
Íàïîìíèì íåêîòîðûå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñß ñòðóêòóðû
íóëåâûõ ìíîæåñòâ êëàññîâ ÍåâàíëèííûÄæðáàøßíà â êðóãå U (ñð. [54],
[55]).
Èçâåñòíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (zk) òî÷åê êðóãà U åñòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü íóëåé íåêîòîðîé ôóíêöèè êëàññà Nα, α > −1, òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíà óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ
∞∑
k=1
(1− |zk|)2+α < +∞. (14.3)
Ïðè α = −1 óñëîâèå (14.3) ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì êðèòåðèåì Áëßøêå∑
(1 − |zk|) < +∞ ñõîäèìîñòè ïðîèçâåäåíèß
∏ |zk| èç òåîðåìû 1.3.
Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèß (14.3) óñòàíîâëåíà Ð. Íåâàíëèííîé â [37]. Êàê
ñëåäñòâèå ýòîãî ðåçóëüòàòà è òåîðåìû 14.2 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå.
Òåîðåìà 14.3. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (zk)
áûëà ìíîæåñòâîì íóëåé íåêîòîðîé ôóíêöèè èçMq, 0 < q < 1, ßâëßåòñß
óñëîâèå
∞∑
k=1
(1− |zk|)1/q < +∞. (14.4)
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Çàìå÷àíèå 14.4. Íåèçâåñòíî, áóäåò ëè óñëîâèå (14.4) äîñòàòî÷íûì äëß òî-
ãî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (zk) áûëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íóëåé íåêî-
òîðîé ôóíêöèè êëàññà Mq, 0 < q < 1. Äëß êëàññîâ Nα, α > −1, äîñòàòî÷-
íîñòü óñëîâèß (14.3) ïîêàçûâàåòñß c ïîìîùüþ èçâåñòíûõ ïðîèçâåäåíèé
Ì.Ì.Äæðáàøßíà
pim(z, zk) =
∞∏
k=1
zk − z
1− z¯kz z¯k exp
m∑
j=0
1
j + 1
(
1− |zk|2
1− z¯kz
)j+1
(14.5)
(ïðè zk = 0 çàìåíßåì ñîìíîæèòåëü ïðîèçâåäåíèß íà z), êîòîðûå ïðè
m > α ïðèíàäëåæàò êëàññó Nα (ñì. [54]). Íåèçâåñòíî, ïðèíàäëåæàò ëè
ýòè ïðîèçâåäåíèß êëàññó Mq, 0 < q < 1, êîãäà α = 1/q − 2.
Çàìå÷àíèå 14.5. Â ñòàòüå [20] äëß ìíîãîìåðíûõ êëàññîâ Nα(Bn), α > −1,
äîêàçàíî, ÷òî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëß òîãî, ÷òîáû
(n − 1)-ìåðíîå àíàëèòè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå Z ⊂ Bn áûëî íóëåâûì
ìíîæåñòâîì êëàññà Nα(Bn), α > −1, ßâëßåòñß ñõîäèìîñòü∫
Z
(dist(z, Sn))
2+αH2n−2(dz) < +∞,
ãäå H2n−2  (2n − 2)-ìåðíàß ìåðà Õàóñäîðôà. Ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷à-
åì ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå òåîðåìû 14.3: íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëß òî-
ãî, ÷òîáû (n − 1)-ìåðíîå àíàëèòè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå Z ⊂ Bn áûëî
íóëåâûì ìíîæåñòâîì íåêîòîðîé ôóíêöèè êëàññà Mq(Bn), 0 < q < 1,
ßâëßåòñß ñõîäèìîñòü∫
Z
(dist(z, Sn))
1/qH2n−2(dz) < +∞.
14.2.2. Ôàêòîðèçàöèß ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâ
Mq, 0 < q < 1, â êðóãå
Êàê áûëî óêàçàíî â ïóíêòå 14.2.1, áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå (14.5),
ïîñòðîåííîå ïî íóëßì ôóíêöèè f(z) êëàññà Nα, α > −1, â êðóãå U ïðè
m > α ßâëßåòñß ôóíêöèåé êëàññàNα, èìåþùåé â òî÷íîñòè òàêèå æå íóëè,
êàê èñõîäíàß ôóíêöèß f(z). Áîëåå òîãî, åñëè
f(z) = pim(z, zk)g(z), (14.6)
ãäå g(z)  ãîëîìîðôíàß ôóíêöèß, íå îáðàùàþùàßñß â íóëü â êðóãå U , òî
g ∈ Nα (ñì. [54]). Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåíèå (14.6) ïîëíîñòüþ ðåøàåò
ïðîáëåìó ôàêòîðèçàöèè ôóíêöèé êëàññà Nα, α > −1.
Êàê ñëåäñòâèå ýòîé ôàêòîðèçàöèîííîé òåîðåìû ïîëó÷àåì òàêîé âàðè-
àíò ôàêòîðèçàöèè äëß êëàññîâ Mq, 0 < q < 1.
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Òåîðåìà 14.6. Ïóñòü ôóíêöèß f ïðèíàäëåæèò êëàññó Mq, 0 < q < 1, â
êðóãå U . Òîãäà
f(z) = pim(z, zk)g(z), (14.7)
ãäå m > 1/q − 2, (zk)  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé ôóíêöèè f , çàïèñàí-
íûõ ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè, è g  ãîëîìîðôíàß ôóíêöèß â êðóãå, íå
îáðàùàþùàßñß â íóëü.
Çàìå÷àíèå 14.7. Íåèçâåñòíî, áóäåò ëè ôóíêöèß g èç ïðåäñòàâëåíèß (14.7)
ïðèíàäëåæàòü êëàññó Mq, 0 < q < 1.
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